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Podsumowanie

W dniach 5 — 7 maja 2023 oraz 10 — 12 maja 2024 roku na Wy-
dziale Matematyki i Informatyki UAM odbyty sie X i XI edycja
Ogolnopolskiej Konferencji Studentéw Matematyki 6 80ccZe, kto-
rej gléwnymi organizatorami byli Studenci nalezacy do Kota Na-
ukowego Matematykow UAM. 05¢icZe jest jedna z najwigkszych
studenckich konferencji matematycznych w Polsce i jedyna ta-
ka poznanska inicjatywa matematyczna. W kazdej edycji udziat
wzieto ponad 120 uczestnikéw, w sumie wygloszono ponad 100
referatéw i przedstawiono ponad 40 posteréw naukowych.




Nagrodzeni

W roku 2023 w gronie laureatéw konkursu za najlepszy referat,
znalezli sie:

o Miejsce I — Marek Jendernalik — , Fraktale Laciate”,

e Miejsce IT — Jakub Szmelter — , Krétkie Wprowadzenie w
temat grup automorfizméw zwartych powierzchni Riema-
na??

o Miejsce IIT — Alan Zeromski — ,,Niemozliwy remis — o grze
w Hex i co na to Twierdzenie Brouwera?”.




Dodatkowe wyréznienia otrzymali: Bartosz Szachniewicz, Da-
mian Kayzer, Krzysztof Caban, Jakub Kaminski, Mikotaj Ro-
sman.

Natomiast nagrody w konkursie posteréw trafity do:

e Miejsce I — Nicole Meisner — ,,Oszustwo przy grze w 20
pytan [ZOBACZ DOWODY]”,

e Miejsce I — Adrianna Smolinska — ,Aerodynamika lotu
samolotu (wstep)”,

e Miejsce III — Konrad Kosiba — ,,Parabola — ,nieugieta
krzywa”, czyli o wlasno$ciach tej stozkowej wobec pewnych
transformacji”.

Dodatkowo wyréznienie otrzymal Krzysztof Andruch za poster
»,Najwazniejsze odkrycia Dirichleta”.



Podczas X I konferencji wprowadzono nowe zasady wyrdzniania
w konkursie referatow, dodajac kategorie. Laureatami zostali:

e Miejsce I — Bartosz Kaminski ,,Drogi Banachu, a mozna
tak ogdlniej? Czyli topologiczne kontrakcje i uogdlnione
twierdzenie Banacha”,

e Miejsce II — Krzysztof Caban ,,Atrakcyjno$é w zwartosci,
czyli jak duzo jest atraktoréow IFS-6w”,

e Miejsce I11 — Mateusz Zdunek ,,Kombinatoryczne ciagi Le-
fschetza i ich zwiazek z punktami periodycznymi odwzoro-

29

wan .

Wyrézniono Patryka Topora za ,,O naturze zbioru Fix(f) w klasie
homotopii” oraz Igora Holowacza z ,Modele agentowe, czyli co
wspoOlnego ma socjologia z fizyka?”.




Natomiast w poszczegdlnych kategoriach wyréznienia otrzymali:

« BOGACTWO PRZEKAZANEJ WIEDZY - Piotr Rysin-
ski ,,Symetrie twojej ulubionej rozmaitosci”,

« PLYNNA I WCTAGAJACA NARRACJA — Damian Kay-
zer  Fancuchy czworo$cianéw — zabawny problem z Nowej
Szkockiej Ksiegi”,

« ZROZUMIALOSC PRZEDSTAWIONYCH KONCEPTOW
— Paulina Ewa Henning , Rzut oka na klasyfikacje szere-
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gow”,

« DOBRY KONTAKT Z WIDOWNIA - Leonard Sikorski
,Wszystkie fizyczne realizowalne operacje mam w czterech
literach”,

« TEMPO DOSTOSOWANE DO CZASU TRWANIA PRE-
LEKCJI — Jakub Chmiel ,,Permanent - krétko o ztym bra-
cie blizniaku wyznacznika”.




Wsrod laureatéw konkursu na najlepszy poster znalezli sie:

e Miejsce I — Aleksandra Symko ,,Szyfr trudniejszy do zla-
mania od Enigmy? - Szyfr Lorenza”,

e Miejsce II — Pawel Grott ,Paradoksy i fenomeny w staty-
styce”,

e Miejsce 111 — Maria Matasiewicz ,,Odkrywajac Matematy-
ke Origami: Rozwiazywanie réwnan sze$ciennych poprzez
sktadanie papieru”.

Wyrdznienie trafito do Oliwii Jarosz i Konrada Wojcika za ,,Roz-
wiazujac tajemnice Diofantosa: Przeglad i zastosowanie réwnan
diofantycznych”.



Wyktady otwierajgce

Edycje X konferencji rozpoczal wyklad ,, Teoria gier — poletko do-
Swiadczalne matematykéw i informatykow” prof. UAM dr hab.
Malgorzaty Bednarskiej-Bzdegi, natomiast XI otworzyt profesor
Tomasz tuczak prelekcja, pt. ,Matematyczny bigos z informa-
tycznymi przyprawami”.

Podczas X1 edycji konferencji uczestnicy mogli podziwiaé ko-
lekcje maszyn liczacych, ktora udostepnit i szczegdtowo o niej
opowiedzial dr Jan Kaczmarek.




Organizatorzy

W roku 2023 w organizacje zaangazowani byli gléwnie: Jedrzej
Garnek, Kamil Przespolewski, Martyna Stawna, Zuzanna Ry-
giewicz, Adrianna Smolifiska, Anna Szymczyk, Michat Jastrzeb-
ski oraz Filip Jankowski. W 2024 roku konferencja nie odbytaby
sie¢ bez zaangazowania: Adrianny Smoliniskiej, Zuzanny Rachu-
by, Zuzanny Rygiewicz, Jedrzeja Garnka, Filipa Jankowskiego,
Roberta Benduna, Dawida Andrysa, Klaudii Piwowarczyk, Pio-
tra Marczykowskiego, Kacpra Tabaki, Stefana Kaczmarka, Anny
Izodorczyk oraz Jakuba Plucinsiego. W przygotowaniach poma-
gali rowniez: Anastasiya Bandarchuk, Bartosz Wawrzyniak, Ad-
rian Antkowiak, Zuzanna Maciejewska, Karol Wapniarski, Albi-
na Lapchevska, Cezary Dudkiewicz, Liwia Luch, Asia Konczal,
Katarzyna Karkowska, Tymon Tomczak, Aleksander Kiryk.




Sponsorzy i partnerzy

Nasza konferencje wsparli nastepujacy sponsorzy:
e AstraZeneca Pharma Poland Sp. z o.0.,
e wydawnictwo Znak Literanova,
e MuMa - Muzeum Matematyki w Koérniku,

¢ Oddzial Poznanski Polskiego Towarzystwa Matematyczne-
£0,

o firma Wolfram Research.

AstraZeneca

AstraZeneca to innowacyjna firma biofarmaceutyczna, znajdu-
jaca sie w czolowce najwiekszych firm tego sektora na $wiecie. Z
my$la o pacjentach opracowujemy i wytwarzamy nowoczesne leki
pomagajace zwalczaé choroby, ktore stanowig najwigksze wyzwa-
nia wspélczesnej medycyny.

litera
nova




Znak Literanova to zesp6! ludzi z pasja do literatury - wydaw-
nictwo serwujace prawdziwa uczte czytelnicza. To ksiazki idace
pod prad — eksperymentujace z forma i trescia, odwazne, komen-
tujace wydarzenia i trendy XXI wieku. Wéréd nich znajdziemy
literature piekna z najwyzszej péiki, interesujace debiuty, best-
sellery, biografie czy literature non-fiction.

Muzeum
Matematyki

MuMa to projekt, ktorego celem jest przedstawianie matema-
tyki w przystepny i interesujacy sposéb. Jednym z kolejnych
etapow jego rozwoju bedzie powstanie Muzeum Matematyki w
Korniku. W ramach przygotowan realizowane sa wydarzenia w
rézny sposob odnoszace si¢ do zagadnienn matematycznych po-
przez konkursy, warsztaty czy doroczny Festiwal Matematyki w
Kérniku.

rok zat. 1919




Polskie Towarzystwo Matematyczne to istniejace od 1919
roku stowarzyszenie zrzeszajace osoby zwiazane z polska mate-
matyka. Do jego celow naleza miedzy innymi wspieranie badan
matematycznych i zastosowan matematyki, krzewienie kultury
matematycznej - w tym wspieranie edukacji matematycznej i
popularyzacja matematyki, oraz integracja polskiego srodowiska
matematycznego.

2% WOLFRAM

Wolfram Research to amerykanska miedzynarodowa firma zaj-
mujaca sie tworzeniem technologii obliczeniowej. Jej czolowym
produktem jest Mathematica - system matematyczny umozli-
wiajacy obliczanie wyrazen numerycznych, symbolicznych i al-
gebraicznych wraz z wyswietlaniem wizualizacji czy danych sta-
tystycznych. Inne to m.in. znany i lubiany wsrod studentéw Wol-
framAlpha, Wolfram SystemModeler, Wolfram Finance Platform
czy Wolfram Programming Lab.

Partnerami medialnymi konferencji byli Czasopismo Delta oraz
portal unikonferencje.pl. Dzigkujemy!






Zabawy z iksami i igrekami, czyli

o tym, ze pierscienie spelniajace

3

tozsamos¢é r° = r sg przemienne

Marcin Bol

Politechnika Krakowska im. Tadeusza KosSciuszki
Wydzial Informatyki i Telekomunikacji

1.1 Wstep

Podobno (7rédlo: [1]) I. N. Herstein powiedzial kiedys, ze otrzy-
mal wiecej listow od czytelnikéw dotyczacych jednego zadania
ze swojej ksiazki Topics in Algebra [4], niz listéw dotyczacych
wszystkich innych zadan z tej ksiazki razem wzietych. Zadanie
to brzmiato:

Niech R bedzie pierécieniem, w ktérym 2® = x dla kazdego

x € R. Udowodnij, ze pierscien R jest przemienny.

Stephen Buckley i Desmond MacHale w pracy [1] podaja sie-
dem ré6znych dowodéw tego twierdzenia. Po co zawracaé sobie
glowe wieloma réznymi dowodami pewnego twierdzenia, skoro
wystarczy tylko jeden aby mie¢ pewnosé, ze jest ono prawdzi-
we? Jest tak dlatego, ze zrozumienie dowodu twierdzenia czesto
pozwala dowiedzie¢ sie¢ wiecej o obiektach matematycznych, kté-
rych dane twierdzenie dotyczy, rozwija intuicje i poglebia rozu-
mienie poruszanego tematu. Wiele roznych dowoddéw rzuca Swia-
tlo z réznych stron na pewne zagadnienie i umozliwia wyrobienie
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sobie opinii, ktéry z ciagdéw rozumowan jest najciekawszy, naj-
bardziej elegancki i dajacy najwiekszy wglad w poruszany temat.
Dlaczego przytoczone wyzej zadanie okazalto sie tak popular-
ne? Moze wynika to z braku natychmiastowego zwiazku miedzy
warunkami 2% = z i zy = yx? Moze z prostoty, elegancji i ele-
mentarnosci warunku z® = z i braku dodatkowych, komplikuja-
cych zadanie warunkéw? A moze to zadanie daje okazje do ty-
tulowej zabawy z iksami i igrekami oraz czerpania z niej frajdy?
W niniejszym artykule przytoczymy dwa z siedmiu wspomnia-
nych dowodéw i oméwimy kilka uogélnien tego twierdzenia.

1.2 Twierdzenia o przemiennosci
pierscieni

Zaczniemy od podania i udowodnienia trzech krétkich twierdzen,
ktore beda nam po6zniej potrzebne. Pierwsze z nich dotyczy pier-
Scieni Boole’a.

Definicja 1.1. Pierécien R nazywamy pierécieniem Boole’a, je-
zeli dla kazdego = € R zachodzi warunek 2% = .

Okazuje sie, ze pierScienie Boole’a sa przemienne, a dowdd
tego faktu jest bardzo prosty.

Twierdzenie 1.2. Kazdy pierscien Boole’a jest przemienny.

Dowéd. Dla dowolnego z € R mamy —z = (—x)? =22 =z, a
zatem x + x = 0. Nastepnie

Pyt =rty=(@+ry)’ = taytyr+y’
i uzywajac prawa skracania
zy +yr =0=2ay+ zy.

Korzystajac znowu z prawa skracania otrzymujemy, ze xy = yx.
Q.E.D.

18
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Warunek 22 = z z Twierdzenia mozna ostabié, zadajac
tylko aby dla dowolnego x € R wyrazenie 22 —z nalezalo do cen-
trum pierécienia R, niekoniecznie sie zerujac. Od tego momentu
centrum pierScienia R bedziemy oznaczaé¢ symbolem Z(R).

Twierdzenie 1.3. Jesli 22 —x € Z(R) dla dowolnego x € R, to
pierscien R jest przemienny.

Dowdd. 7 tego, ze
(z+y)? = (z+y) = (2® —2)+ (* —y) + 2y +yz € Z(R),

dostajemy zy + yx € Z(R). W takim razie
x(zy +yx) = (vy + yo)r, czyli 2%y + xyr = xyx + y2? i dlatego
2%y = ya?. Otrzymaliémy, ze 22 € Z(R), a stad juz

22— (2° —2) =z € Z(R)
dla kazdego = € R, czyli pierScien R jest przemienny. Q.E.D.
Zmodyfikujmy nieco powyzsze twierdzenie.

Twierdzenie 1.4. Jesli 22 +x € Z(R) dla dowolnego = € R, to
pierscien R jest przemienny.

Dowéd. W miejsce x wstawmy —x. Wtedy (—x)? —x =22 -2 €

Z(R) i pierscienn R jest przemienny z Twierdzenia Q.E.D.

Przechodzimy teraz do zasadniczej czesci artykutu. Podamy
twierdzenie z dowodem, o ktory jestedmy proszeni w zadaniu
Hersteina.

Twierdzenie 1.5. Niech R bedzie pierScieniem w ktorym
% = x dla kaidego x € R. Wtedy pierscieri R jest przemienny.

Dowdd pierwszy. Niech x,y € R. Rozpisujac lewa strone réwno-
éci (x +y)® = z + y otrzymujemy, ze

x2y + xyx + me + y2x + yxy + :Ey2 =0.
Kltadac —y w miejsce y mamy, ze

—ny — XYr — ya:2 + y2x + yxry + ny =0.
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Dodajac powyzsze réwnosci stronami otrzymujemy
2y%x + 2yxy + 229° = 0 € Z(R).
W takim razie
(2y2x + 2yzy + 22y?)y = y(2y2x + 2yzy + 22y?)

22y + 2yay? + 22y = 2% + 22wy + 2yay?

co daje 2zy® = 2yz, a zatem (2z)y = y(2z). Stad 2z € Z(R)
dla kazdego =z € R. Dla dowolnego z € R mamy nastepnie

x2+x

(2? + ) = 2% + 32° + 32* + 2°

= (%)% + 32322 + 3232 + 23

= 2?4+ 3z2? +3zx+ o =243+ 322 + 2
2 + 37 + 327 + 2 = 4(2® + 2) € Z(R).

7 Twierdzenia[l.4lwynika, ze pierécien R jest przemienny. Q.E.D.

Do drugiego dowodu Twierdzenia [I.5] bedziemy potrzebowaé
jeszcze jednej, prostej do udowodnienia wiasnosci.

Twierdzenie 1.6. Niech R bedzie pierscieniem, w ktorym
2% =z dla kaidego v € R. Wtedy 6z = 0 dla kazdego x € R.

Dowdod. Mamy
2z = (22)% = 8z% = 8z,

a zatem 6z = 0. Q.E.D.

Drugi dowéd Twierdzenia[1.5 Tak jak w dowodzie pierwszym
mamy 2y%x + 2yxy + 2xy? = 0. Mnozac przez y z lewej strony
mamy

2(y°x + yPry +yay?) = 0,

a mnozac przez y z prawej otrzymujemy
2(y*xy + yay® + 2y’) = 0.
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Odejmujac powyzsze réwnosci dostajemy 2xy = 2y,
czyli 2(zy — yx) = 0. Udowodnilimy, ze 2(zy — yx) =0
dla z,y € R.
Tak jak w dowodzie pierwszym mamy 3(z%+x) = 0, a z tego
wynika, ze

0=3((z+9)*+ (z+y) =3((«" + ) + (¥ +y) + (zy + yx)).

W takim razie 3(xy + yx) = 0. Z Twierdzenia wiemy, ze
6yr = 0, i dlatego otrzymujemy, ze 3(zy — yx) = 0. Laczac
ten fakt z informacja, ze 2(zy — yx) = 0, dostajemy réwnosé
xy — yx = 0, czyli pierScien R jest przemienny. Q.E.D.

1.3 Uogoblnienia i kontrprzyktady

PrzejdZzmy teraz do kilku uogdlniefi Twierdzenia ktére omo-
wimy juz bez podawania ich dowoddéw. Okazuje sie, ze warunek
2% = x mozna ostabié do postaci (zy)3 = zy.

Twierdzenie 1.7. Niech R bedzie pierscieniem, w ktérym
(vy)® = wy dla dowolnych x,y € R. Wtedy pierscieri R jest
przemienny.

Podobnie jak wczeéniej warunek 2 — xz = 0 udalo sie ostabié
do postaci 22 — z € Z(R), tak i teraz warunek 23 — z = 0 udaje
si¢ ostabi¢ do postaci 2® — z € Z(R). Co ciekawe, w przypadku
warunku z trzecia potega otrzymujemy twierdzenie méwiace o
jego réwnowaznosci z przemiennoscia pierscienia, a nie tylko o
implikowaniu przemiennosci jak w przypadku drugiej potegi.

Twierdzenie 1.8. Pierscien R jest przemienny wtedy i tylko
wtedy, gdy 2 — x € Z(R) dla kazdego x € R.

Podobna réwnowaznos$é otrzymuje sie, zastepujac x w wa-
runku 23 = x komutatorem elementéw x,y piercienia R, czyli
wyrazeniem xy — yx.

Twierdzenie 1.9. Pierscien R jest przemienny wtedy i tylko
wtedy, gdy (ry — yx)® = vy — yx dla dowolnych x,y € R.

21
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Istnienie takich uogélnien rodzi naturalne pytania: skoro uda-
lo sig ostabié warunek 23 = x do (zy)® = xy i otrzymaé prze-
mienno$¢ pierscienia R, to czy mozna dalej oslabi¢ ten warunek
do (xzyz)?® = zyz? Okazuje si¢, ze nie! Nawet mocniejszy warunek
(ryz)? = zyz nie implikuje przemiennoéci pierscienia R.

Stwierdzenie 1.10. Istniejg pierscienie nieprzemienne spelnia-
jace tozsamosé (wvyz)? = xyz.

Dowdd. Przyktadem pierécienia nieprzemiennego spelniajacego
warunek (ryz)? = xyz dla wszystkich 2,9,z € R jest pierscief
macierzy $Scisle goérnotréjkatnych wymiaru 3 x 3 o elementach
rzeczywistych. Iloczyn trzech dowolnych macierzy Scisle gérno-
tréjkatnych wymiaru 3 x 3 jest macierza zerowa, wiec warunek
(ryz)? = zyz jest w tym pierscieniu spelniony w sposéb oczywi-
sty. Q.E.D.

Rozwazmy jeszcze jeden warunek podobny do tych, ktére roz-
wazaliSmy wczedniej, ale nie pociggajacy za soba przemiennosci
pierécienia R.

Stwierdzenie 1.11. Istniejg pierscienie nieprzemienne R takie,
ze xy € Z(R) dla dowolnych x,y € R.

Dowéd. Wezmy pierécien z poprzedniego Stwierdzenia. Kazdy

0 0 d

iloczyn xy w tym pierécieniu jest postaci |0 0 0| dla pewnego
0 00

d € R. Takie macierze leza w centrum pierscienia R. Q.E.D.

Rozwazane do tej pory twierdzenia byly o tyle przyjemne,
ze mozna bylo dowodzi¢ je bez doglebnej wiedzy z teorii pier-
Scieni nieprzemiennych w kilku(nastu) linijkach. Istnieja jednak
mocniejsze uogdlnienia rozwazanych twierdzen, ktérych dowody
wymagaja juz takiej wiedzy. Takie wlasnie sg twierdzenie Jaco-
bona z pracy [5] oraz twierdzenia Hersteina z prac [2] 1 [3].

Twierdzenie 1.12 (Jacobson). Niech R bedzie pierscieniem, w
ktérym dla kazdego x € R istnieje liczba naturalna n(x) > 1
taka, ze x"*) = x. Wtedy piericiert R jest przemienny.
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Przypadkiem szczegdlnym powyzszego twierdzenia jest sytu-
acja, w ktérej n(x) jest wspdlne dla wszystkich € R, czyli
™ = z dla wszystkich « € R i pewnej liczby naturalnej n > 1.
I. N. Herstein uogdélnit to twierdzenie dlan =2in = 3.

Twierdzenie 1.13 (Herstein). Niech R bedzie pierscieniem, w
ktorym dla kazdego x € R istnieje liczba naturalna n(x) > 1
taka, ze x™*) — x € Z(R). Wtedy pierscieri R jest przemienny.

Co wiecej, okazuje sig, ze podobne uogdlnienie zachodzi row-
niez dla wspomnianego wezesniej Twierdzenia[1.9] gdzie warunek
13 = z zastapiliémy przez (zvy — yr)3 = 2y — yz.

Twierdzenie 1.14 (Herstein). Niech R bedzie pierscieniem, w
ktorym dla wszystkich x,y € R istnieje liczba naturalna

n(z,y) > 1 taka, ze (xy — yx)™®Y) = zy — yx. Wtedy pierscien
R jest przemienny.

Istnieje wiele innych warunkéow wystarczajacych przemienno-
$ci pierdcieni, niektore z nich mozna znalezé w pracy przeglado-
wej [6]. Czesé z nich jest podobna do warunkéw opisywanych
wyzej, niektére zwiazane sa z pojeciem rézniczkowan w pierscie-
niach, a jeszcze inne dotyczg pewnych szczegdlnych klas pierécie-
ni.

Poszukiwanie warunkéw wystarczajacych przemiennosci pier-
Scieni wydaje sie by¢ atrakcyjna i wciaz aktywna dziedzina alge-
bry, a pewnie matematycy, podobnie jak czytelnicy ksiazki Her-
steina, czerpia z tych poszukiwan wiele rado$ci.
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Atrakcyjnos$é w zwartosci, czyli jak
duzo jest atraktorow IFS-6w

Krzysztof Caban

Politechnika ¥.odzka

Wydzial Fizyki Technicznej, Informatyki i Matematyki
Stosowanej

2.1 Wstep

Fraktale to zbiory, ktore posiadaja trzy proste cechy. Okazuje
sie jednak, ze oprécz niewatpliwego piekna tych zbioréw, wiele
obiektow czy zjawisk z naszej rzeczywistosci ma strukture frak-
talna (przynajmniej do pewnego stopnia). Czym jednak jest frak-
tal?

Definicja 2.1. Fraktalem nazywamy zbiér, ktéry posiada na-
stepujace cechy

e jest samopodobny - jego czesé jest podobna do calodci;

¢ ma nietrywialna strukture;

e ma rekurencyjng definicje.

Jak opisa¢ powyzsze wlasnosci za pomoca matematyki? Z
pomoca przychodza nam iterowane uklady odwzorowan, ktére

jak sie okazuje, w prosty sposéb moga generowaé fraktale.
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2.2 Teoria Hutchinsona-Barnsleya

Cala matematyka dotyczaca iterowanych ukladéw odwzorowan
oraz fraktali bedzie dziala sie w hiperprzestrzeni zbioréw zwar-
tych.

Definicja 2.2. Niech X bedzie przestrzenia metryczna. Zbiér
K(X):={K C X : K jest zwarty i niepusty}

nazywamy hiperprzestrzenia zbioréw zwartych.

Oczywiscie skoro méwimy o przestrzeni, to wypadaloby wy-
posazy¢ K(X) w pewng strukture. Mozemy na przyklad zadad
na niej metryke:

dp(K,S) = max{d(K,S),d(S, K)},

gdzie d(K,S) := sup{d(z,S) : ¢ € K} oraz K,S € K(X). Po-
wyzsza funkcja nosi nazwe metryki Hausdorffa.
Lemat 2.3. Zachodzq ponizisze implikacje.

1. Jezeli (X, d) jest zupelna, to (K(X),dp) jest zupelna.

2. Jezeli (X,d) jest zwarta, to (K(X),dp) jest zwarta.

3. Jezeli (X, d) jest oSrodkowa, to (K(X),dp) jest osrodkowa.

Teraz jestedmy gotowi do wprowadzenia najwazniejszej defi-
nicji. Polaczymy tym samym $wiat fraktali z matematyka.

Definicja 2.4. Rodzine F = {f1,..., fi} ciaglych przeksztal-
cen przestrzeni metrycznej X w siebie nazywamy iterowanym
ukladem odwzorowan, w skrocie IFS-em. Funkcje

F:K(X) — K(X)

zdefiniowang wzorem
k

Vikek(x) F(K) = U fn(K)

n=1
nazywamy operatorem Hutchinsona indukowanym przez IFS

F.
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Latwo zauwazy¢, ze definicja operatora Hutchinsona jest po-
prawna. Wynika to z tego, iz obraz zbioru zwartego przez funkcje
ciagla jest zwarty.

Ponizsze twierdzenie zostato udowodnione przez Johna E.
Hutchinsona w 1981 roku, lecz nie zyskalo wielkiego rozgtosu, do-
poki Michael F. Barnsley w 1993 nie opublikowal ksiazki , Frac-
tals Everywhere”.

Twierdzenie 2.5 (Twierdzenie Hutchinsona-Barnsleya). Niech
X bedzie przestrzenig metryczng zupelng. Jezeli IFS F zlozony
jest z kontrakcji, to operator Hutchinsona F ma kontrakcyjny
punkt staly, tj. istnieje dokladnie jeden taki zbior Ar € K(X),
ze

k
1. Ar = F(Ar) = U fu(AF);
n=1
2. dla kazdego K € K(X) ciqg iteracji (F™(K)) jest zbiezny

do A]:.

Dowdd twierdzenia Hutchinsona-Barnsleya bazuje na Twier-
dzeniu Banacha o punkcie stalym oraz fakcie, ze operator Hut-
chinsona IFS-u zlozonego z kontrakcji bedzie kontrakcja.

Ale w koncu, jak zwiazane sa IFS-y oraz Twierdzenie 2.5] z
pojeciem fraktali?

Przyktad 2.6. Niech f1, fo : R — R bedq dane wzorami

1 1 2

Oczywiscie widaé, ze sq to kontrakcje o stalej Lipschitza rownej
%. Natomiast atraktorem IFS-u F = {f1, fa} jest zbiér Cantora.

Powyzszy przyklad oraz inne mu podobne (tréjkat Sierpin-
skiego, krzywa Kocha itp.) prowadza nas do nastepujacej defini-
cji.

Definicja 2.7. Zbiér Ar speliajacy teze Twierdzenia na-
zywaé bedziemy fraktalem badz atraktorem IFS-u F.
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Okazuje sie jednak, ze nie kazdy atraktor IFS-u jest frakta-
lem (w sensie definicji ze Wstepu). Warunek bycia zbiorem skom-
plikowanym nie zawsze bedzie spelniony. Dodatkowo nie kazdy
fraktal jest atraktorem IFS-u. Za przyklad moze postuzyé¢ zbior
Mandelbrota.

2.3 Postawienie problemu

Zastanowimy sie teraz czy typowe zbiory, ktérymi sie¢ zajmujemy,
to fraktale. Bedziemy poszukiwali odpowiedzi na pytanie:

Jak duza jest rodzina wszystkich atraktoréw IFS-u?
Albo troche bardziej matematycznie.

Problem 2.8. Jak duza w sensie kategorii Baire’a jest rodzina
A={K e K(X): K jest atraktorem pewnego IFS-u G}?

Zanim przejdziemy do konkretnych wynikéow, musimy oméwié
pojecie porowatosci oraz to, jak wiaze sie z kategoria Baire’a.

Definicja 2.9. Niech X bedzie przestrzenia metryczna. Dla
zbioru A C X oraz x € X niech

Kgr(A,x) :=sup{r >0: B(y,r) C B(z, R)\A dla pewnego y € X},

wtedy liczbe ( )
. . KR A,SC
p(A, x) = lgl_l}gif
nazywamy porowato$cig zbioru A w punkcie z. Jezeli dla
kazdego x € X, p(A,z) > 0, to méwimy, ze A jest porowa-
ty. Dodatkowo powiemy, ze zbidr jest o-porowaty jezeli jest
przeliczalna suma zbioréw porowatych.

Lemat 2.10. Zachodzg nastepujgce wlasnosci:
1. p(Ajz) =1 <= z ¢ A.

2. 0<p(A,z) <5 < z€ A
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3. Zbiory porowate sq¢ nigdziegeste.

Okazuje si¢ wiec, ze by¢ o-porowatym, to znaczy by¢ jesz-
cze mniejszym niz pierwszej kategorii. Dla lepszego zrozumienia
pojecia porowatosci i réznych jej zastosowan warto zajrzeé¢ do
ksiazki [5].

JesteSmy juz gotowi do odpowiedzi (choé malo zadowalaja-
cej) na postawione pytanie. Jesli mamy tylko do dyspozycji IFS-y
zlozone z kontrakeji oraz X = [0,1]" dla n € N, to wéwczas:

Twierdzenie 2.11. [2] Rodzina A jest zbiorem o-porowatym.

Widzimy zatem, ze rodzina atraktoréw IFS-6w zlozonych z
kontrakcji jest mata. Co gdyby stworzy¢ IFS-y z innego rodzaju
odwzorowan? Jak zmieni sie rozmiar rodziny A7

2.4 Stabe kontrakcje na ratunek?

W tym rozdziale odpowiemy na pytanie, kiedy IFS posiada jed-
noznaczny atraktor. Z wczesniejszych rozwazan wiemy, ze jesli
funkcje, z ktoérych powstal, sa kontrakcjami, to zachodzi Twier-
dzenie 2.5] Jak oslabi¢ warunki kontraktywnosci, by zachodzito
analogiczne Twierdzenie?

Definicja 2.12. Niech X bedzie przestrzenia metryczng. Powie-
my, ze funkcja ¢ : Ry — R jest p-kontrakcja, jezeli

Vayex d(f(2), f(y)) < eld(z,y)).

Nietrudno znalez¢ zwiazek powyzszej definicji z definicja kontr-
akcji.

Definicja 2.13. Niech X bedzie przestrzenia metryczna. Mowi-
my, ze f: X — X jest

1. kontrakcja Rakotcha, jesli f jest p-kontrakcja dla pew-
nego ¢(t) := A\(t)t, gdzie A : Ry — [0, 1] jest nierosnaca i
At) < 1ldlat>0;
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2. kontrakcja Browdera, jesli f jest p-kontrakcja, gdzie ¢
jest nierosnaca, prawostronnie ciagla i ¢(t) < ¢ dla t > 0;

3. kontrakcjg Edelsteina, jesli f spelnia

d(f(x), f(y)) < (d(z,y))
dla kazdego x,y € X, z # y.

Oczywiscie kazda kontrakcja jest tez kontrakcja Rakotcha.
Natomiast kazda kontrakcja Browdera jest Edelsteina. Co wazne,
implikacje nie odwracaja sie w dowolnych przestrzeniach.

W roku 1962 E. Rakotch [4] pokazal, Zze w przestrzeniach
zupelnych kazda kontrakcja Rakotcha ma jednoznaczny kontr-
akcyjny punkt staly. PéZniej w 1968 F. Browder [1] uogdlnit
wynik Rakotcha dla kontrakcji Browdera. Dodatkowo w 1962
M. Edelstein pokazal, ze w zupelnych przestrzeniach kontrak-
cje Edelsteina maja punkty state. Wszystkie te twierdzenia to
pewne odpowiedniki Twierdzenia Banacha. Dlatego w potacze-
niu z ponizszym faktem dajg istotne wzmocnienie Twierdzenia
Hutchinsona-Barnsleya.

Twierdzenie 2.14. [3] Niech F bedzie IFS-em na przestrzeni
metrycznej X zloZonym z @-kontrakcji dla pewnej nierosngcej
funkcji . Wowczas operator Hutchinsona F : K(X) — K(X)
jest p-kontrakcjq.

Twierdzenie 2.15. [3] Jezeli F jest IFS-em na zupelnej prze-
strzeni metrycznej X zloZonym z kontrakcji Rakotcha (odpowied-
nio Browdera), to wtedy operator Hutchinsona F ma kontrakcyj-
ny punkt staly, tj. F generuje jednoznaczny atraktor.

2.5 Ile w koncu tych atraktorow?
Wracamy teraz do Problemu Jestedmy wyposazeni w inne

rodzaje kontrakcji i wiemy, ze zwiekszyliémy rodzine A doklada-
jac inne atraktory. Czy rozwiazanie problemu sie¢ zmieni?
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Twierdzenie 2.16. [3] Niech X bedzie zupelng i osrodkowg
przestrzeniq metryczng bez punktéow izolowanych. Wowczas ro-
dzina

A:={K € K(X) : K jest atraktorem slabo kontraktywnego IFS-u G}
jest pierwszej kategorii.

Szkic dowodu. Krok 1:
Dla kazdego zbioru otwartego D C X definiujemy

Cp:={KecK(X):0#KnDC f(K\D)
dla pewnej f : K — X z Lip(f) < 1}.

Kazdy z tych zbioréw jest nigdziegesty w KC(X).
Krok 2:

Ustalmy przeliczalng baze B topologii przestrzeni X i zdefi-
niujmy:

NA := Perf(X)\ U Cp.
DeB

Gdzie Perf(X) to rodzina niepustych zwartych podzbioréw X,
ktore nie maja punktow izolowanych. Korzystajac z ponizszego
lematu:

Lemat 2.17. [3] Rodzina
C(X):={K € K(X): Kjest homeomorficzny ze zbiorem Cantora}

jest rezydualna w K(X),

otrzymujemy, ze N'A jest zbiorem rezydualnym w KC(X).
Krok 3:

Wykazujemy, ze kazdy zbiér K € N A nie jest atraktorem
stabo kontraktywnego IFS-u. By to uzyskaé, nalezy pokazaé, ze
dla kazdej stabej kontrakcji f : K — K, obraz f(K) jest nig-
dziegesty w K. Tak naprawde pokazujemy, ze f(K) ma puste
wnetrze, bo jest domkniety. Poniewaz atraktor jest zwarty, to
jest on przestrzenia zupelna, wiec nie moze by¢ drugiej katego-
rii. W szczegoblnosci nie jest suma skonczona zbiorow nigdziege-
stych. Q.E.D.
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Widzimy zatem, ze nie uzyskaliSémy istotnie réznego wyniku

od Twierdzenia Jednak Lemat prowadzi nas do naste-
pujacego wniosku.

Whiosek 2.18. Rodzina zbioréw homeomorficznych do atrakto-
row IFS-u jest rezydualna w K(X).

Ostatecznie pokazalismy, ze typowy zbiér nie jest atraktorem

zadnego IFS-u. Jednocze$nie z powyzszego Wniosku wynika, ze
jest on homeomorficzny z pewnym atraktorem.
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Permanent — krétko o ztym bracie-
blizniaku wyznacznika

Jakub Chmiel
Politechnika Krakowska
Wydzial Informatyki i Telekomunikacji

3.1 Permanent

Definicja permanentu jest bardzo podobna do definicji wyznacz-
nika, dlatego na poczatku warto zdefiniowaé, czym jest wyznacz-
nik.

Definicja 3.1. Wyznacznikiem nazywamy funkcje przypo-
rzadkowujaca kazdej macierzy kwadratowej A stopnia n, o ele-
mentach z dowolnego ciala o charakterystyce réznej od 2, skalar
zgodnie ze wzorem:

n

det(A) = Z sgn(o) Haw(i).
o€ESn i=1

Wyznacznik jest réwniez jedyna funkcja, ktora jest:

o n-liniowa wzgledem kolumn danej macierzy,

e antysymetryczna wzgledem zamiany dowolnych dwoch ko-
lumn,

o przyporzadkowujaca macierzy jednostkowej warto$é 1.
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Zaktadajac te wlasnosci wyznacznika, mozna wyprowadzié¢ po-
wyzszy wzér na wyznacznik.

Po zdefiniowaniu wyznacznika, przejdzmy do definicji perma-
nentu.

Definicja 3.2. Permanentem nazywamy funkcje przyporzad-
kowujaca kazdej macierzy kwadratowej A stopnia n, o elemen-
tach z dowolnego ciala o charakterystyce réznej od 2, skalar zgod-
nie ze wzorem:

perm(A) = Z Ham(i)~

oeSy, i=1

Permanent jest sumag po wszystkich mozliwych iloczynach
wyrazoéw macierzy takich, ze w kazdym wierszu i kazdej kolumnie
wybierany jest dokladnie jeden element. Takie intuicyjne zrozu-
mienie permanentu przyda sie w dalszej czesci pracy.

Liczenie permanentu macierzy 2x2 jest proste, wystarczy zmie-
ni¢ znak minus podczas liczenia wyznacznika na plus.

perm([i 2}) =ad + bc

Podobnie przy liczeniu permanentu macierzy stopnia 3.

a b ¢
perm | |d e f =aei+ bfg+ cdh + ceg + afh + bdi
g h 1

Stosujac rozwinigcie analogiczne do rozwiniecia Laplace’a (jedy-
ng réznica jest pomijanie znaku) mozemy policzy¢ permanent
dowolnej macierzy kwadratowe;j.

3.1.1 Permanent, a wyznacznik

Podobienstwa:

o podobienistwo wzoru (we wzorze na permanent macierzy
wzgledem wzoru na wyznacznik zostal usuniety znak per-
mutacji),
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e transpozycja nie powoduje zmiany permanentu perm(A4) =
perm(AT),

o zamiana wierszy lub kolumn nie zmienia permanentu ma-
cierzy (przy wyznaczniku zachowywana byla warto$é¢ bez-
wzgledna),

e przy liczeniu permanentu macierzy istnieje analogiczne roz-
winiecie do rozwiniecia Laplace’a,

e pomnozenie dowolnego wiersza lub kolumny przez pewien
skalar A mnozy permanent przez ten skalar,

o permanent macierzy trojkatnej jest réwny iloczynowi ele-
mentéw na gléwnej przekatne;j.

Réznice:

o dodanie do kolumny (lub wiersza) kombinacji liniowej in-
nych kolumn nie zachowuje wartosci permanentu, stad brak
odpowiednika metody Gaussa,

e macierz, w ktérej wiersze lub kolumny sa liniowo zalezne
na ogbl nie ma permanentu réwnego 0,

o brak prostej interpretacji geometrycznej permanentu,

e brak niektérych wlasnosci algebraicznych takich jak:
perm(AB) = perm(A)perm(B), perm(AB) = perm(BA).

3.1.2 Podlya permanent problem

Liczenie permanentu macierzy dowolnego stopnia wyglada ana-
logicznie jak liczenie wyznacznika tej macierzy. Problem moze si¢
jednak pojawié¢, gdy uswiadomimy sobie, ze zazwyczaj dostajac
do policzenia wyznacznik wiekszej macierzy upraszczaliSmy ma-
cierz dodajac i odejmujac wiersze i kolumny. Stosujac operacje,
ktore nie zmieniaja wyznacznika. Uzywajac metody eliminacji
Gaussa. Mozna zauwazy¢, ze takiego sposobu nie mozna zasto-
sowa¢ do liczenia permanentu macierzy:
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1 1 11
o=[1 1]=]s o =0

e ([ ) e ([1 1) o

7 tego powodu pojawia sie problem, jak w krétszym czasie,
ktory nie bedzie rést wykladniczo wraz ze wzrostem rozmiaru
macierzy, policzy¢ permanenty macierzy wyzszych stopni. Jak
uproscié¢ ich liczenie?

Mozna zauwazy¢é, ze dla macierzy kwadratowych stopnia 2
zachodzi nastepujaca wlasnosé:

o ([e o) = ([ 2)

Nie jest to nic przelomowego, ale wraz z ta obserwacja zapisa-
na przez Pdlyie powstalo pytanie, czy mozna analogicznie liczy¢
permanent macierzy stopni wyzszych jako wyznacznik z tej ma-
cierzy z dopisanymi znakami minus przy niektérych elementach
macierzy, czyli zmieniajac siatke znakdw.

Rok po obserwacji Polyi, w 1914 roku inny wegierski mate-
matyk Gabor Szegd pokazal, ze nie ma analogicznych twierdzen
dla macierzy stopnia wiekszego lub réwnego 3. Uzasadnil to w
nastepujacy sposob:

1 11
perm | |1 1 1 =6
1 11
+1 +1 +1
det | |£1 £1 =1 <6
+1 +1 =1

Poniewaz kazda liczba wystepuje w dwéch sumach (w wyznaczni-
ku sa to sumy o przeciwnym znaku) nie jest mozliwe, aby taki wy-
znacznik byl rowny 6. Czasem jednak taka zamiana permanentu
na wyznacznik jest mozliwa. W sytuacji gdy wyraz a; 3 =0 wy-
starczy zmieni¢ znak wyrazu as; oraz as .
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To spostrzezenie mozna uogo6lni¢ do dowolnej macierzy Hes-
senberga. Macierza Hessenberga nazywamy macierz, ktéra jest
sprawie” tréjkatna, czyli taka, w ktérej elementy a;; = 0 dla
j —1 > 2. Permanent z takiej macierzy jest rowny wyznaczniko-
wi z macierzy B takiej, ze:

o N7 —aij,dlaj—z'zl
A%B_(blj)'bw{ aij,dlaj—i#l
Kolejnym pytaniem postawionym, aby uproscié¢ liczenie per-
manentu macierzy jest pytanie o odwzorowanie liniowe ® takie,
ze:
O : M, (F) — M, (F)
perm(A) = det(P(A))

W 1961 roku Marcus i Minc wykazali, ze nie istnieje takie od-
wzorowanie @, jezeli charF = 0 oraz n > 2.

Poszerzmy nasze poszukiwania jeszcze bardziej, tym razem
do odwzorowania afinicznego ® : M, (F) — M, (IF). Zostalo do-
wiedzione, ze istnieje takie odwzorowanie ® prowadzace z M3(F)
w M7(F). Prezentuje si¢ ono nastepujaco:

[0 a d g 0 0 0]

01 00 ¢« f O

a b ¢ 0 01 00 ¢ 1

perm | |d e f =det| |0 O 0 1 ¢ O f
g h i e 0001 0 O

h 00 0 O0 1 0

b 00 0 0 0 1]

3.1.3 Wzér Rysera

Istnieja rézne wzory pozwalajace policzy¢ permanent. Najbar-
dziej znanym i zarazem jednym z najefektywniejszych tego typu
wzordw jest wzér Rysera.

perm(A) = (=1)" > (=DF]D i

Sc{1,...,n} i=1j€8
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Wzér ten oparty jest na zasadzie wlaczania—wylaczania i moze
by¢ opisany w jeszcze inny sposéb. Niech Ay bedzie macierza
powstala przez usuniecie k kolumn w macierzy A oraz P(Ayg)
bedzie iloczynem sum wierszy macierzy Ag. Niech w koncu 3
bedzie suma P(Ay) dla wszystkich mozliwych Ag. Wtedy praw-
dziwy jest wzor:

3.2 Zastosowania

3.2.1 Transwersale

Cwiczenie 3.3. Na ile sposobéw mozemy wybraé réine elementy
ze zbioréw: {3,5,6,7}, {3,7}, {1,2,4,5,7}, {3}, {1,3,6}, {1,5,7},
{1,2,3,6}, wybierajac dokladnie jeden element z kazdego zbioru?

Na poczatku zauwazmy, ze musimy wybraé liczbe 3 ze zbio-
ru bedacym singletonem tréjki. Skoro tréjke mamy juz wybrana,
jedyna opcja wyboru elementu ze zbioru {3, 7} jest wybranie licz-
by 7. Natomiast jedyna mozliwoscia, aby wybraé¢ 4 jest wziecie
jej z trzeciego zbioru. Tym samym liczba 2 moze zosta¢ zgarnig-
ta tylko z ostatniego zbioru, a my po tych 4 ruchach zostajemy
z mozliwoscia wyboru 1,5,6 ze zbioréw {5,6}, {1,6}, {1,5}, a
takich mozliwosci mamy 2.

Zadanie to mozna rozwigza¢ w inny sposob. Niewymagajacy
nieraz Slepego kombinowania i prostszy w sytuacji, gdy zbioréw
lub ich elementéow jest wiecej. Zapiszmy zbiory i ich elementy
jako macierz A, w ktérej kolumny odpowiadaja za kolejne zbiory,
a wiersze odpowiadaja za kolejne elementy zbioru wstawiajac 0
tam, gdzie dany zbior nie posiada wybranego elementu, i 1, gdy
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go posiada. W tym przypadku wygladataby ona nastepujaco:

N

Il
_ == Ok OO
_—0 O O = OO
RO R, R, OR K
[=NeNeNol o Nl
O OO O
_— o= OO o
O = OO = ==

Zadanie sprowadza si¢ do wybrania jedynek w taki sposéb, by
w kazdym wierszu i kazdej kolumnie zostata wybrana doktadnie
jedna jedynka. Liczba mozliwych takich wyborow w oczywisty
sposOb jest permanentem tej macierzy, a zatem rozwigzaniem
zadania jest liczba: perm(A) = 2.

3.2.2 Skojarzenie doskonate

Definicja 3.4. Skojarzeniem doskonalym nazywamy zbior
M krawedzi grafu G, taki ze kazdy wierzcholek grafu G jest
koncem doktadnie jednej krawedzi nalezacej do M.

Pierwszym nietrywialnym ograniczeniem dolnym liczby sko-
jarzen doskonalych wérdéd 3-regularnych graféw dwudzielnych
byla warto$¢ 7 ustalona przez Sinkhorna, gdzie n jest liczba
wierzchotkéw jednego koloru. Nastepnie Minc przesunat te gra-
nicg do 7 + 2, a Hartfiel do § + 3. Powstawaly kolejne coraz
to lepsze ograniczenia jak np. 6 - (3)2 3 (Voorhoeve, 1979), a
Schrijver uogdlnit to ograniczenie na wszystkie regularne grafy
dwudzielne.

Okazuje sie jednak, ze jesli zapiszemy zadany graf dwudziel-
ny G w postaci macierzy sasiedztwa A (miedzy wierzchotkami
jednego koloru a drugiego), to permanent tej macierzy bedzie

réwny liczbie skojarzen doskonaltych:
perm(A) = pm(G).
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3.2.3 Kombinatoryka

Cwiczenie 3.5. Na ile sposobow mozina utozyc taniec dla n mai-
zenstw tak, by Zadna Zona nie tanczyla ze swoim mezem?

Skoro kazda zona moze zatanczy¢ z kazdym mezem, ale nie ze
swoim, to taka sytuacje mozemy zapisa¢ w postaci grafu. Bedzie
to graf dwudzielny, ktéry jest prawie pelny, poniewaz kazdy z
wierzchotkéw jednej grupy (symbolizujacej w tym zadaniu zony)
bedzie polaczony z kazdym wierzcholkiem drugiej grupy (sym-
bolizujacej mezéw) poza jednym (odpowiadajacym mezowi danej
kobiety). Wtedy rozwiazanie zadania bedzie polegalo na wybra-
niu skojarzenia doskonalego tego grafu (kazdy musi zatanczy¢
dokladnie z jedna osoba). Zatem rozwiazaniem tego zadania jest
liczba:

011 1
1 0 1 1
1 10 1

perm (J, — I,) = perm e ,

—_
—
o

gdzie J,, jest macierza stopnia n z samymi jedynkami, a I,, ma-
cierza jednostkowa stopnia n.

3.2.4 Bijekcje

Cwiczenie 3.6. Ile istnicje bijekcji zbioru n-elementowego, ta-
kich ze Zaden element nie jest swoim obrazem (czyli innymi stowy
permutacji bez punktéw stalych lub nieporzqdkéw)?

Jest to zadanie analogiczne do poprzedniego, a zatem licz-
ba takich permutacji jest réwna permanentowi z macierzy kwa-
dratowej stopnia n z jedynkami na kazdej pozycji minus ma-
cierz jednostkowa. Mozemy to réwniez policzy¢ uzywajac zasady
wlaczania—wylaczania. Tym samym prawidlowy jest nastepujacy
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wzOr:
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Warto przy okazji dodac, ze istnieje bardziej ogdlny wzdr pre-
zentujacy sie nastepujaco (A € Z):

A+1 1 1
1 A+1 L 1 1 n!
= ko=
perm : : . : _Z)‘ k'
: : . : =0
1 1 A+1

3.2.5 Meénage problem

Na ile sposobow mozna posadzi¢ n matienstw przy okrgglym stole
tak, by zZadna Zona nie siedziala obok meza?

Okazuje sie, ze odpowiedz na to pytanie réwniez mozna roz-
wigzaé uzywajac permanentu

0 0 1 1

1 00 1
2-nl-perm (J, — I, — P,) = 2-nl-perm 110 ... 1 :

0 1 1 0

gdzie P, jest macierza permutacyjna, z jedynkami na pierwszej
nadprzekatnej oraz z jedynka na miejscu ay, ;. Problem zapre-
zentowany powyzej nosi nazwe Ménage problem i zostal po raz
pierwszy zaprezentowany na koniec XIX wieku, a rozwiazany kil-
kadziesiat lat pézniej. Ma on swoje konsekwencje w teorii graféw
czy teorii weztéw. Dla liczby par rownych 2, 3, 4 itd. liczba sposo-
béw wynosi kolejno: 0,12,96, 3120, 115200, 5836320 .... W 1934
roku Touchard wyprowadzil wzér rozwigzujacy ten problem, kt6-
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ry dla n par wyglada nastepujaco:

2.l Z(q)k% (2”; k) (n — k)!
k—0

n

perm (J, — I, — P,) = Z(—l)k% <2nk— k) (n—k)!
k=0

3.3 Zakonczenie

Podsumowujac, permanent wydaje si¢ niepozorny, jeden drobny
szczegbdl zmieniony we wzorze, a konsekwencje tego s ogromne.
W przeciwienstwie do swojego brata wyznacznika, uzywa sie go w
zupelnie innych dziatach matematyki niz algebra liniowa, takich
jak kombinatoryka czy teoria graféw. Sa z nim réwniez niema-
te komplikacje podczas liczenia, a problem znalezienia szybkiej
metody pozwalajacej go wyliczy¢ nadal pozostaje nierozwiazany.
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Propozycja lekcji i zadan.

Aleksandra Choina
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4.1 Wstep

Matematyka odgrywa kluczowa role nie tylko w Swiecie nauki
i technologii, ale takze w codziennym zyciu. Jednakze, wielu
uczniéw czesto traci motywacje do nauki matematyki, uznajac
ja za abstrakcyjna i trudna do zrozumienia. W zwiazku z tym,
przedstawiony artykul ma na celu wykazanie korzysci ptynacych
z przeprowadzenia lekcji matematyki w codziennym zyciu. Gtow-
nym celem lekcji matematyki w codziennym zyciu jest pokazanie
uczniom praktycznych zastosowan matematyki w réznych sytu-
acjach zyciowych, takich jak budzetowanie, planowanie podrézy,
zakupy, czy podejmowanie decyzji finansowych. Poprzez przy-
klady i éwiczenia praktyczne, uczniowie maja szanse zrozumieé,
jak matematyka jest powszechnie obecna w ich otoczeniu i jak
moze by¢ uzyteczna w rozwiazywaniu rzeczywistych problemoéw.

4.2 Wprowadzenie
Matematyka odgrywa niezaprzeczalna role w naszym zyciu co-
dziennym, cho¢ czesto mozemy nie zdawac sobie z tego sprawy.

Od prostych codziennych czynnosci, takich jak zakupy w sklepie,
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czy planowanie budzetu, po bardziej ztozone wyzwania, takie jak
planowanie podrézy czy podejmowanie decyzji finansowych, ma-
tematyka jest wszechobecna. Jest fundamentem, na ktérym opie-
ra sie wiele aspektow naszego zycia, a jej zrozumienie i umiejetno-
Sci wykorzystania w praktyce moga znaczaco ulatwié¢ codzienne
funkcjonowanie. Przeprowadzenie takiej lekcji moze sprawié, ze
uczniowie polubia matematyke i beda zauwazaé jej uzytecznosé
W Zyciu.

Cele:

1. Zrozumienie znaczenia matematyki w zyciu codziennym.
Eliminowanie leku przed matematyka.

Motywacja do dalszej nauki.

Rozwijanie krytycznego myslenia.

Rozwijanie umiejetnosci zyciowych.

A

Rozwijanie umigjetnosci rozwiazywania probleméw (problem-
solving).

7. Zrozumienie réznorodnych probleméw.

4.3 Materialy i metody

Przy przeprowadzeniu takiej lekcji trzeba mieé¢ na uwadze potrze-
by naszych uczniéw i ich ulubione metody pracy na lekcji, aby
ta lekcja byta dla nich przyjemna. Zatem metody pracy na tej
lekcji powinnismy dobraé indywidualnie do kazdej klasy. Moja
propozycja jest praca indywidualna lub w grupach nad zadania-
mi, a nastepnie zaprezentowanie owocdéw pracy przez uczniow.
Nauczyciel powinien by¢ w takiej sytuacji caly czas do dyspo-
zycji uczniéw, powinien sprawdzaé¢ postepy pracy i ich wyniki.
Przyktadowe zadania, ktére mozna wykorzysta¢ podczas takiej
lekcji sa zawarte w dalszej czesci pracy.
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4.4 Szkola podstawowa

W szkole podstawowej mozemy przeprowadzié¢ taka lekcje od-
noénie obnizek, przecen, wyprzedazy,lokat lub proporcji. Takie
zadania pojawiaja sie miedzy innymi na egzaminie 6smoklasisty.

Zadanie 1. (0-1)
Ponizej przedstawiono skladniki potrzebne do przygotowania ciasta na 8 gofrow.

gofry o952
Skladniki na 8 gofréw: | ‘4"‘,“
7 1% szklanki maki \\ ‘
1% szklanki mleka ;
2 jajka
1% tyZzeczki proszku do pieczenia
2 tyzeczki cukru pudru
%- szklanki oleju
szczypta soli

e Y e Y

Ocen prawdziwosé podanych zdar. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F -
Jjesli jest falszywe.

Do przygotowania ciasta na 40 gofrdw, przy zachowaniu wiasciwych
proporcji odpowiednich sktadnikow, potrzeba 10 jajek.

Do przygotowania ciasta na 72 gofry, przy zachowaniu wiasciwych
proporcji odpowiednich sktadnikéw, potrzeba 12 szklanek mleka.

Rysunek 4.1: Zadanie 1 z egzaminu 6smoklasisty 2023. por.[1]

Powyzsze zadanie mozna rozwiazaé za pomoca proporcji (pro-
porcjonalnosci prostej), ktéra przydaje sie nam przy obliczeniu
ilodci sktadnikéw. W szkole podstawowej mozna przedstawié¢ za-
dania zwiazane z przecenami, obnizkami i podwyzkami.
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Przykladowe zadania zwigzane z obnizkami i pod-
wyzkami:

Przyklad 4.1. Cena plyty kompaktowej po 30% obnizce wynosi
4921 Jaka byla cena tej plyty przed obnizke? (por. [2]).

Przykladowe zadanie zwigzane z lokatami:

Przyklad 4.2. Pan Jan wplacit do banku na jeden rok 5000 zi
przy oprocentowaniu 6% w skali roku, a pan Tomek 4000 zl tez
na rok przy oprocentowaniu 8% w skali roku. Ktéry z nich zarobi
wiecej?

W szkole podstawowej mozemy réwniez zaczaé przedstawiaé
zadania zwigzane z liczeniem skladnikéw odzywczych w naszej
diecie, tak jak w ponizszym zadaniu.

Przyktad 4.3. Sniadanie Michata: 200¢ bulki paryskiej, 30g
masta $mietankowego, 50g sera edamskiego tlustego, 40g szyn-

ki wieprzowej gotowanej. Ile gram biatka zjadl Michal podczas
$niadania?(por. [3])

. Zawartosc bialka
Nazwa produktu w 100 g produktu
Bulka paryska 69¢g
Maslo smietankowe 06¢g
Ser edamski thusty 20,1 g
Szynka wieprzowa gotowana 164 ¢

Rysunek 4.2: Zadanie 27/28 z egzaminu gimnazjalnego 2009

Przedstawione zadania moga pomdc uczniom zrozumie¢ ma-
tematyke w kontekscie realnym i rozwija¢ umiejetnosci potrzebne
do rozwiazywania probleméw.

4.5 Szkola Srednia

W szkole $redniej mozemy przedstawié¢ na lekcji odnosnie mate-
matyki w codziennym zyciu trudniejsze zadania. Zadania zwia-
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zane 7z lokatami i obnizkami czy podwyzkami cen pojawiaja sie
na egzaminie maturalnym, wiec warto poc¢wiczy¢ rozwiazywa-
nie ich z uczniami. Ponizej mamy przykladowe zadania z matur
zwiazane z obnizkami i ratami.

Zadanie 3. (0-1)

Kwotg 1000 zt ulokowano w banku na roezng lokatg oprocentowang w wysokodei 4%
w stosunku rocznym. Po zakofczeniu lokaty od naliczonych odsetek odprowadzany jest
podatek w wysokosci 19%. Maksymalna kwota, jaka po uplywie roku bedzie mozna wyplacié
z banku, jest rowna

A 1000 1-SL 4 B. 1000142
100 100 100 100
c 1000 [1+ 5L 4 n. 100012 L
100 100 100 100

Rysunek 4.3: Zadanie 3 z egzaminu maturalnego 2015 (por. [6])

Zadanie 2. (1 pkt)
Spodnie po obnizee ceny o 30% kosztuja 126 zl. lle kosziowaly spodnie przed obnizka?

A, 16380z B. 180z C. 294z D. 420zt

Rysunek 4.4: Zadanie 2 z egzaminu maturalnego 2012 (por. [5])

Zadanie 2. (1 pkt)
Pierwsza rata, ktora stanowi 9% ceny roweru, jest réwna 189 z1. Rower kosztuje

A, 1701 21 B. 2100zt C. 1890 zh D. 2091 zL

Rysunek 4.5: Zadanie 2 z egzaminu maturalnego 2011 (por. [4])
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4.6 Zadania optymalizacyjne oraz za-
dania prowadzace do rozwigzywa-
nia rownan kwadratowych.

Podczas tematu matematyki w codziennym zyciu warto wspo-
mnieé¢ o zadaniach optymalizacyjnych.

Zadania optymalizacyjne to zadania na wyznaczanie
przy uzyciu metod matematycznych optymalnego ze wzgle-
du na wybrane kryteria rozwigzania danego problemu.

Takie zadania zwiazane sg najczesciej z powierzchniami réz-
nych obiektéw. Do rozwiazywania tego typu probleméw mate-
matycznych uzywamy ukltadu réwnan, a nastepnie rozwiazujemy
rownania kwadratowe.

Przyktadowym zadaniem, ktére prowadzi do rozwigzania row-
nania kwadratowego jest ponizsze zadanie:

Zadanie 34. (5 pkt)

W dwoch hotelach wybudowano prostokaine baseny. Basen w  pierwszym  hotelu
ma powierzchni¢ 240 m”. Basen w drugim hotelu ma powierzchnig 350 m® oraz jest o Sm
dluzszy 1 2 m szerszy mz w pierwszym hotelu. Oblicz, jakie wymiary moga mie¢ baseny
w obu hotelach. Podaj wszystkie mozliwe odpowiedzi.

Rysunek 4.6: Zadanie 34 z egzaminu maturalnego 2010 (por. [7])

Rozwiazujac to zadanie, mozna zauwazy¢, ze otrzymujemy
ponizszy uktad réwnan.

x -y =240

(x+5)-(y+2) =350
7 powyzszego ukladu réwnan otrzymamy réwnanie kwadrato-
we, ktére powstanie w wyniku podstawienia z = 249 :
5-y% —100 -y + 480 = 0.
W tej sytuacji musimy obliczy¢ pierwiastki tego réwnania, na-
stepnie odrzuci¢ ujemne wyniki. W przypadku tego zadania oba
pierwiastki sa dodatnie, wiec mamy mozliwe dwa wymiarow jed-
nego basenu i dwa mozliwe wymiary drugiego basenu.
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4.7 Podsumowanie

Matematyka w codziennym zyciu odgrywa kluczows role, ale
czesto uczniowie traca z nia kontakt, uznajac ja za trudna i abs-
trakcyjng. Przedstawiony artykul pokazuje, jak przeprowadzenie
praktycznych zadan na lekcji matematyki moze zmienié¢ te per-
spektywe. Poprzez praktyczne przyklady i zadania, uczniowie
majg szanse¢ zobaczy¢, jak matematyka jest obecna w réznych
aspektach zycia, od zakupow po planowanie podrozy. Cele lekcji
matematyki w codziennym Zyciu obejmuja nie tylko zrozumie-
nie jej znaczenia, ale takze eliminacje leku przed nig i rozwija-
nie umiejetnosci zyciowych oraz krytycznego mysélenia. Materia-
ly prezentowane w tej pracy uwzgledniaja potrzeby uczniéw na
réznych etapach edukacji, od szkoty podstawowej po szkote sred-
nia. Zadania optymalizacyjne sa takze omawiane, aby pokazaé
uczniom, jak matematyka moze by¢ uzyteczna w rozwigzywa-
niu realnych probleméw. Przez to podejscie, lekcje matematyki
staja sie bardziej atrakcyjne i motywujace, zachecajac uczniow
do dalszego eksplorowania tej dziedziny nauki. Warto dodaé, ze
mozna réwniez wprowadzi¢ zadania zwiazane z zakupami w skle-
pie, lecz ze wzgledu na ich latwiejsze rozwiazywanie zostaly one
pominiete.
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5.1 Wprowadzenie

Artykul ten po$wiecony jest zagadnieniu logarytmu dyskretnego,
jego zastosowaniom w kryptografii, oraz metodom rozwiazywa-
nia tego problemu.

Logarytmowanie w skonczonych grupach multiplikatywnych
napotyka na istotne problemy obliczeniowe, co odréznia je od
klasycznego logarytmowania. Obliczenie logarytméw dyskretnych
w takich grupach jest powszechnie uwazane za trudne, podczas
gdy odwrotna operacja — potegowanie — moze by¢ przeprowadzo-
na wydajnie przy uzyciu metod takich jak szybkie potegowanie.
Innymi stowy, potegowanie w odpowiednich grupach jest funkcja
jednokierunkowa.

Ta wlasciwo$é jest kluczowa dla kryptografii, gdyz umozliwia
tworzenie kryptosystemow opartych na trudnosci problemu loga-
rytmu dyskretnego. W dalszej czesci artykulu zostana omoéwio-
ne kryptosystemy, takie jak Protokél Wymiany Klucza Diffiego-
Hellmana oraz System ElGamala, ktére wykorzystuja te jedno-
kierunkowo$¢ do zapewnienia bezpieczenstwa komunikacji. Arty-
kul przedstawi takze metody stuzace do obliczania logarytméw
dyskretnych, przeanalizujemy Algorytm Pohliga-Hellmana, oraz
pokazemy jak z jego pomoca obliczyé¢ logarytm dyskretny.
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W pierwszej kolejnosci, musimy jednak zapoznaé sie z kilko-
ma podstawowymi definicjami potrzebnymi do dalszego opisania
logarytmu dyskretnego.

Definicja 5.1. Niech n € N :n > 1. Zbiér Z} to zbiér wszyst-
kich liczb naturalnych mniejszych niz n, ktore sa wzglednie pierw-
sze z n. Innymi stowy:

Z; ={aeN:1<a<n,(a,n)=1}

Zbioér Z; jest grupa multiplikatywna modulo n, co oznacza,
ze dla dowolnych dwoéch elementéw a i b nalezacych do ZJ, ich
iloczyn abn réwniez nalezy do Z;,, inaczej:

Vapez: : abn € Zy,,
oraz ze istnieje element odwrotny dla kazdego elementu w tym
zbiorze, czyli:

Vaez: Ja—1rez; aa"! = 1n.

Definicja 5.2. Jedli a jest elementem Z, to rzedem a nazy-
wamy najmniejsze k € N : k£ > 0, takie ze:

a = 1n.
Rzad a modulo n jest zwykle oznaczany przez ord, (a).

Przyklad 5.3. WeZmy n =5, oraz a = 2. Obliczymy ords(2).
Poniewaz dla k € {1,2,3} mamy: 2% # 15, natomiast dla k =
4:2F =15, to ords(2) = 4.

Definicja 5.4. Niech ¢ : N — N bedzie funkcja przypisujaca

liczbie n liczbe k € {1,...,n} liczb wzglednie pierwszych z n:
on)=#{ke{l,....,n}: (k,n) =1}

Funkcje ¢ nazywamy funkcjg Eulera, lub inaczej tocjentem.

Twierdzenie 5.5 (Wtlasnosci funkcji Eulera). Niech p € N
bedzie liczbg pierwszg oraz niech m,n € N bedqg liczbami wzglednie
pierwszymi. Wiedy:

e(p)=p—1,

p(mn) = p(m)p(n).
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Definicja 5.6. Jedli g € Z7, i jest spelniona réwnosc:

ordn(g) = ¢(n),

to méwimy, ze g jest pierwiastkiem pierwotnym modulo n,
lub inaczej generatorem Z,.

Przyktad 5.7. Weimy n = 5 oraz g = 2. Sprawdzimy czy 2
jest pierwiastkiem pierwotnym modulo 5. W przykladzie ob-
liczylismy iz ords(2) = 4. Korzystajgc z th’erdzem'a mamy iz
©(5) = 4. Mamy spelniong réwnosé:

OT’d5(2) = @(5%
zatem 2 jest pierwiastkiem pierwotnym modulo 5.

Twierdzenie 5.8 (Warunek konieczny i dostateczny ist-
nienia). Niech k € N. Pierwiastek pierwotny modulo n istnieje
wtedy 1 tylko wtedy, gdy n jest jedng z nastepujgcych liczb:

o potegq liczb pierwszych nieparzystych: n = p*,
o podwojong potegq liczb pierwszych nieparzystych: n = 2p*,
o liczbg 27 4.

Twierdzenie 5.9. FElement g jest pierwiastkiem pierwotnym
modulo n wtedy i tylko wtedy, gdy kaidy element Z} jest od-
powiednig potegq elementu g.

5.2 Zagadnienie logarytmu dyskretne-
go

Definicja 5.10. Niech a,b € Z}. Zagadnienie logarytmu dys-
kretnego polega na znalezieniu takiego z € N : 0 < z < ¢(n),
ktore spelnia kongruencje:

b* = an.
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Wyktadnik x nazywa sie logarytmem dyskretnym a przy pod-
stawie b modulo n i oznacza:

x = logy (a)n.

Aby mie¢ pewno$é, ze liczba a ma dobrze okre$lony logarytm
dyskretny zaklada sie, ze podstawa b jest pierwiastkiem pierwot-
nym modulo n.

Problem 5.11. WeZmy n = 557,b =2, oraz a =17.
Bedziemy szukad takiego x € N: 0 < x < p(n), Ze:

x = logy(7)557,

lub inaczej:
2% = 7557.

Najprostszym rozwigzaniem, jest metoda przeliczania, czy-
li sprawdzenie czy dla kolejnych liczb x = 0,1,2,--- zachodzi
réwno$é. Dla wybranych przez nas liczb, obliczylibySmy w ten
sposéb ze réwnosé zachodzi dla x = 458:

2458 = 7557,

Oznacza to, iz z punktu widzenia kryptografii, dla malej licz-
by n musielibySmy wykona¢ duzo obliczen, aby otrzymacé¢ wynik.
Ogolnie w metodzie przeliczania nalezy wykonaé¢ x — 1 mnozen
modulo n, aby znalez¢é logarytm dyskretny.

Dochodzimy tutaj do sedna wykorzystywania logarytméw dys-
krentych w kryptografii. Cecha, o ktérej powiedziliSmy sprawia,
ze dla duzych liczb pierwszych metoda wyczerpujaca jest po pro-
stu nieprzydatna.

5.3 Protokét Diffiego-Hellmana

Pierwszym sztandarowym zastosowaniem zagadnienia logarytmu
dyskretnego jest Protokét Wymiany Klucza Diffiego-Hellmana.
Jego sila oparta jest na trudno$ci obliczenia logarytmoéw dys-
kretnych w skonczonych grupach multiplikatywnych.
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Uzgadnianie klucza Diffiego-Hellmana jest kryptosystemem
klucza publicznego. Oznacza to, iz wykorzystuje niezabezpieczo-
ny kanal do bezpiecznego przekazywania informacji. Bedziemy
zakladaé sytuacje, gdy Alicja(A) i Bob(B) chea uzgodnié¢ wspdl-
ny, tajny klucz korzystajac wlasnie z takiego kanatu. Spojrzymy
zatem na protokét wymiany klucza.

1. Uzytkownicy A i B uzgadniaja duza liczbe pierwsza p oraz
liczbe g, ktora jest pierwiastkiem pierwotnym modulo p.
Liczby p, g sa znane publicznie.

2. A wybiera tajna liczbe a € N oraz przesyla B wartosé:

a

x = g%.
3. B wybiera tajna liczbe b € N oraz przesyla A wartosc:
Y=g0Dp.

4. Wspélnym tajnym kluczem jest teraz:

K = ¢%p.

Jezeli Cezary podstuchiwal konwersacje i zna p, g, x, y, bedzie
chcial obliczy¢ K. Aby to zrobi¢ musi obliczyé jeden z wyklad-
nikéw: a lub b. Jest to réwnowazne z obliczeniem logarytmow
dyskretnych:

a = log,(z)p, b = log,(y)p.
Kryptosystem opiera si¢ zatem na wlasnosci, iz w grupie Z;:
K=g"=(g") =) =a"=y"
oraz, ze jezeli Cezary shucha, to zna g%, ¢g°, g+, ale nie zna g?°.
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5.4 System ElGamala

System ElGamala jest kolejnym kryptosystemem opartym na
trudnoéci problemu logarytmu dyskretnego w skonczonych gru-
pach multiplikatywnych. Algorytm w polowie lat 80. XX wieku
zaproponowal Egipcjanin Taher ElGamal. Podobnie jak metoda
Diffiego-Hellmana korzysta on z bezpiecznego przesylania wia-
domo$¢i niezabezpieczonym kanatem.

System wymaga aby uzytkownik posiadal zaréwno klucz pry-
watny jak i klucz publiczny. Zaszyfrowane wiadomosci sa ogélnie
dostepne, natomiast deszyfrowanie jest mozliwe tylko poprzez
powolane osoby, ktére posiadajg klucz prywatny. Krétko méwiac,
system ElGamala jest kryptosystemem asymetrycznym. Posia-
danie klucza publicznego danego uzytkownika oraz znajomosé
metody szyfrowania nie sa wystarczajace do odkrycia jego klu-
cza prywatnego.

Pokazemy teraz algorytm generowania klucza publicznego,
algorytm szyfrowania oraz deszyfrowania w systemie ElGamala.

5.4.1 Algorytm generowania klucza w syste-
mie ElGamala

1. Uzytkownik A wybiera liczbe pierwsza p oraz liczbe g, kto-
ra jest pierwiastkiem pierwotnym modulo p.

2. A wybiera réwniez liczbe k € N: 0 < k < p — 1 sluzaca za
klucz prywatny. Obliczana jest liczba:

z = g*p.

3. Tréjka (p,g,x) jest kluczem publicznym uzytkownika A.
Jest on dostepny dla wszystkich innych uzytkownikow.

Odkrycie liczby k na podstawie znajomosci jawnych liczb
(p,g,x,) wymaga rozwiazania zagadnienia logarytmu dyskret-
nego. Analogicznie jak w przypadku metody Diffiego-Hellmanas:

k =log,(x)p.
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Zobaczylismy jak Alicja genereuje klucz publiczny. Teraz po
jego publikacji Bob chce przestaé¢ jej wiadomosé. Pierwsze co
Bob musi zrobi¢, to przeksztalci¢ ja na odpowiednik liczbowy
oraz ewentualnie moze podzieli¢ wiadomosé na bloki. Spéjrzmy
zatem co z tak przygotowana wiadomoscia nalezy dalej zrobié.

5.4.2 Algorytm szyfrowania w systemie ElGa-
mala

Uzytkownik B chce przesta¢ uzytkownikowi A wiadmosé, ktéra
przeksztalcil na odpowiednik liczbowy M.

1. Uzytkownik B wybiera liczbe j e N: 0 < j < p—1 oraz
oblicza: 4 4
Cr=¢'p, Co=Mazlp.
2. Szyfrogramem wiadomosci M jest C = (Cq, Ca).

Bob zaszyfrowal wiadomos$é M oraz przeslal Alicji szyfrogram
C. Zobaczmy teraz co nalezy zrobi¢, aby odzyskaé oryginalna
wiadomo$c.

5.4.3 Algorytm deszyfrowania w systemie El-
Gamala

Uzytkownik A moze odszyfrowaé otrzymana wiadomosé uzywa-
jac swojego klucza prywatnego k.

CoCr* = (Ma?)(g77) = (Mg™)(g77%) = Mp.

Przyktad 5.12. Uzytkownik B chce przestaé wiadomosé SZYFR
osobie z kluczem publicznym (p,g,x) = (43,3,22) oraz kluczem
prywatnym k = 15.

1. Odpowiednikiem SZYFR jest M = [18,25,24,5,17].
2. B wybiera j = 23 i oblicza:

C1 =g’ =3% = 3443,

Cy = Ma? = M - 2273 = [17,26,37, 31, 28]43.
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8. Zaszyfrowana wiadomosé ma nastepujgcq postac

(Cy,Co) = (34,[17, 26,37, 31, 28]).

Teraz popatrzymy jak uzytkownik A poradzi sobie z otrzyma-
nym szyfrogramem (C1,Cs).

4. A uzywa klucza prywatnego k = 15 otrzymujgc
CoCrF = Cy - 34715 = 0y - 39 = [18,25,24,5,17]43.

Uzytkownik A otrzymal oryginalng wiadomosé M, ktorej od-
powiednikiem jest wiadomosé SZYFR.

We wezedniejszej czedei artykulu rozwazaliSmy problem [5.11]
z ktorego wnioskowalidmy, iz szukanie logarytméw dyskretnych
metoda przeliczania jest nieefektywne dla duzych liczb pierw-
szych. Konsekwencja sa protokoly kryptograficzne bazujace na
tej wlasnosci. Istniejg jednak inne metody, ktére pozwalajg przy-
Spieszy¢ proces obliczania logarytmoéw dyskretnych.

Przedstawimy teraz algorytm Pohliga-Hellmana oraz poka-
zemy jak korzystajac z niego mozemy obliczy¢ przyktadowy lo-
garytm.

5.5 Algorytm Pohliga-Hellmana

Algorytm Pohliga-Hellmana polega na zredukowaniu zagadnie-
nia logarytmu dyskretnego do analogicznego problemu w mniej-
szych grupach cyklicznych.

1. Zakladamy ze szukamy x : b" = ap w grupie Z, rzedu n
oraz ze liczba n ma rozklad postaci:

(0% (0%
n=mp"...p.".

2. Dla kazdej liczby p; wystepujacej w rozktadzie n obliczamy
trzy liczby:

n
— p— ur
Np, = a7 bpi =b Pip,  Qp;
[

= a"rip.
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Twierdzenie 5.13. Zaloimy, ze dla kazdego czynnika pierwsze-

go p; rozkladu liczby n, liczba x(p;) jest rozwigzaniem logarytmu
dyskretnego:

b;fpi) = ayp,p.
Niech x bedzie rozwigzaniem ukladu kongruencji:
z = x(pi)p;”,

dla wszystkich liczb pierwszych p; w rozkladzie n. Wowczas  jest
rowniez rozwigzaniem zagadnienia logarytmu dyskretnego:

b* = ap.
Przyktad 5.14. Sprébujmy znalezé x : 2° = T181.
1. Dla grupy Zig,, ktorej rzqd wynosi 180, mamy rozktad:
180 = 2% - 3% . 5.

2. Obliczamy kolejno:
p1 =22 np =45, b, =162, a, =19,
p2 =32 mn,, =20, b,, =43, a,, =132,
ps=5", np, =36, by, =59, ap, =1.

3. Wyznaczenie logarytmu dyskretnego x : 2% = 7181 mozemy
sprowadzi¢ do rozwigzania trzech zagadnien:

162°(2) = 19181,
43°(3) = 132181,
59°() = 1181.

4. Obliczajgc logarytmy zwigzane z kolejnymi p;, otrzymuje-
my:
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5. Zgodnie z twierdzeniem [5.13, szukany logarytm dyskretny
x jest rozwigzaniem ukladu kongruencji:

x =322,
T = 6327
z =05,

6. Rozwigzujgc uklad otrzymamy x = 15.

Algorytm Pohliga-Hellmana nie jest oczywiscie jedyna me-
toda przys$pieszajaca obliczanie logarytméw dyskretnych. Innym
algorytmem, ktéry warto wymienié jest algorytm Matych i Wiel-
kich Krokéw. Metoda ta jest zdecydowanie szybsza niz przeli-
czanie, jednak mniej wydajna niz algorytm Pohliga-Hellmana.
Oprécz kwestii czasu, wymaga ona duzo wiecej pamieci niz po-
zostate dwie metody. Dla duzych liczb pierwszych obliczenie lo-
garytmu bedzie wymagalto przechowywania ogromnych tablic.

Kolejna interesujaca, metoda jest Algorytm p Pollarda. Po-
mimo tego, ze jest on bardziej efektywny pod wzgledem czasu
obliczen niz algorytm Matych i Wielkich Krokéw, takze wyma-
ga przechowywania duzych ilosci danych. Warto réwniez wspo-
mnie¢, iz istnieja metody obliczania logarytméw dyskretnych na
krzywych eliptycznych. Krzywe eliptyczne stanowia zaawansowa-
na dziedzine kryptografii oferujacac zwigkszone bezpieczenstwo
i wydajnosé w poréwnaniu do tradycyjnych metod.
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Maszyna uczenia ekstremalnego i
pseudoodwrotnosci
Moore’a—Penrose’a
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6.1 Wstep

6.1.1 Sieé¢ neuronowa z pojedyncza warstwg ukry-
ta (SLFN)

Maszyna Uczenia Ekstremalnego (ELM) jest jedna z najpo-
pularniejszych sieci neuronowych ze wzgledu na jej prosta struk-
ture i potezne zdolnosci aproksymacyjne. Zostala pierwszy raz
zaproponowana w 2004 roku przez prof. Guang—Bin Huanga. Jest
to metoda, ktéra stanowi rodzaj jednowarstwowej sztucznej sieci
neuronowej (SLEFN), przez co jest do$é prosta w budowie. Sieci
SLFN pochodza z rodziny sieci FNN, czyli jednokierunkowych
sieci neuronowych. SLFN sklada sie z warstwy neuronéw wej-
Sciowych, jednej warstwy ukrytej oraz warstwy wyjsciowe;.

Mamy N dowolnych, parami réznych prébek (z;,y;), gdzie
T = [T, T, .. Tin] T € R™ 1 yi = [yi1,Yizs -+ Yim]© € R™.
Standardowa sie¢ SLFN z L ukrytymi neuronami i funkcjg ak-
tywacji g(z), ktéra jest nieskoriczenie rézniczkowalna, moze do-
kladnie przyblizy¢ te N prébek bez bledu. Mozemy to zapisaé
jako:
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L
Zﬂig(wi~$j+bi) =y; j=1,...,N,
i=1

gdzie w; = [wi1, Wiz, . .., win] T jest wektorem wag, taczacym i-ty
neuron ukryty z neuronami wejéciowymi, 3; = [Bi1, Biz, - - - » Bim] T
jest wektorem wag taczacym i-ty ukryty neuron z neuronami wyj-
$ciowymi, b; jest biasem i-tego neuronu ukrytego, w; - x; opisuje
iloczyn skalarny miedzy w; a x;. Po dobraniu wag i biasu, sieci
SLFN mozna po prostu traktowaé jako system liniowy.

6.1.2 Co to jest ELM?

Maszyna uczenia ekstremalnego jest to sie¢ neuronowa z po-
jedyncza warstwa neuronéow ukrytych. W 1997 roku udowodnio-
no, ze sie¢c SLFN z N ukrytymi neuronami moze nauczyé sie
N roéznych obserwacji. Huang i Babri wykazali, ze sie¢ SLFN
z maksymalnie N neuronami ukrytymi oraz praktycznie dowol-
na nieliniowa funkcja aktywacji moze dokladnie nauczy¢ sie¢ N
réznych obserwacji.

Pod wzgledem wydajnosci, ELM ma istotna przewage nad
tradycyjnymi sieciami neuronowymi, ktére sa oparte na meto-
dach gradientowych. Nie wymaga iteracyjnej metody wstecznej
propagacji bledu, lecz korzysta z uogdlnionych macierzy Moore’a—
Penrose’a. W przypadku metody wstecznej propagacji btedu pro-
ces wyglada nastepujaco: najpierw warto$ci wejéciowe sg mnozo-
ne przez wagi, dodawany jest bias, stosowana jest funkcja ak-
tywacji i kroki te sg powtarzane dla kazdej warstwy. Nastepnie
obliczane sa wartosci wyjsciowe, a proces ten jest powtarzany
wielokrotnie poprzez wsteczna propagacje.

ELM eliminuje koniecznos¢ powtarzania tych krokdéw przez
liczbe warstw, poniewaz posiada tylko jedna warstwe. Wsteczna
propagacje zastepuje obliczaniem pseudoodwrotnosci, co znacza-
co redukuje ilo$¢ wymaganej pracy, a w praktyce oszczedza du-
70 czasu. Ponadto, ELM eliminuje problem miniméw lokalnych,
gdyz nie stosuje metod gradientowych.
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Dodatkowa zaleta ELM jest to, ze nie ma potrzeby dostra-
jania biasu i wag, gdyz sa one generowane losowo, co znacznie
upraszcza proces uczenia. Wagi wyjsciowe sa nastepnie obliczane
przy uzyciu macierzy pseudoodwrotne;j.

6.1.3 Do czego potrzebne nam sg pseudoodw-
rotno$ci?

Sie¢ SLFN jest modelowana jako uklad réwnan liniowych,
mozna by nawet powiedzie¢, ze macierzowych. Taki uktad roz-
wiazuje sie¢ bardzo efektywnie przy uzyciu macierzy, o ile mozna
znalez¢ macierz odwrotna. Problemem jest to, ze w ELM otrzy-
mywany uktad liniowy jest nadokreslony. Oznacza to, ze mamy
wiecej réwnan niz niewiadomych. Sprawia to, ze takie rownanie
prawie na pewno nie ma rozwigzania. Remedium na ten problem
sa uogdlnione macierze Moore’a—Penrose’a. Pseudoodwrotnosé
Moore’a—Penrose’a jest ogdlnym rozszerzeniem pojecia odwrot-
nosci macierzy na macierze niekwadratowe. W kontekscie ELM
pseudoodwrotnosé jest uzywana do obliczania wag sieci. Istnieje
wiele metod obliczania pseudoodwrotnosci, a wybér odpowied-
niej zalezy od rozmiaru macierzy oraz dostepnych zasobéw ob-
liczeniowych. Dzieki pseudoodwrotnosci jestedmy w stanie obli-
czy¢ rozwiazanie w sensie najmniejszych kwadratow o najmniej-
szej normie.

Tutaj dochodzimy do istoty zagadnienia: najmniejszej normy
wag. W odréznieniu od tradycyjnych algorytméw, ELM dazy nie
tylko do osiagniecia jak najmniejszego bledu treningowego, ale
takze do jak najmniejszej normy wag. Bartlett udowodnit, ze im
mniejsza norma wag modelu, tym lepiej model generalizuje[1].
Aby model lepiej uogélnial, poszukujemy rozwiazania w sensie
najmniejszych kwadratéw o najmniejszej normie.

Jednakze ELM moga ograniczaé¢ posiadane zasoby, gdy jest
stosowana do duzych zbioréw danych. Gtéwnym problemem jest
duza ilos¢ pamieci potrzebnej do przechowywania wag czy bia-
sow. Moze to prowadzi¢ do spadku wydajnosci, a nawet do unie-
mozliwienia trenowania modelu.
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6.1.4 Kontrowersje historyczne

Poczatki ELM siegaja 2004 roku, kiedy to prof. Guang—Bin
Huang opublikowal artykul pt.  Extreme Learning Machine: A
New Learning Scheme of Feedforward Neural Networks”. W ar-
tykule tym Huang przedstawil nowa koncepcje, ktéra nazwat
Extreme Learning Machine.

W 2006 roku Huang opublikowal kolejny artykul po$wieco-
ny ELM, pt. ,Extreme Learning Machine: Theory and Applica-
tions”. Omoéwil w nim szerzej podstawy ELM oraz zaprezentowal
jego nowe zastosowania.

Publikacja artykutéw Huanga o ELM wzbudzita pewne kon-
trowersje. Lipo P. Wang i Chunru R. Wan w komentarzu do ar-
tykulu Huanga z 2004 roku zarzucili mu, iz przedstawiona przez
Huanga metoda ELM jest jedynie znang juz wczesniej metoda
sieci neuronowych z radialna funkcja bazowa (RBF). Huang od-
nidst sie do tych zarzutéw, twierdzac, ze ELM jest oryginalna
metoda, rézniacag sie od RBF pod wieloma wzgledami.

Kontrowersja ta sklonita badaczy do bardziej szczegdtowej
analizy réznic miedzy ELM a RBF oraz do zastanowienia sig
nad kryteriami, ktére nalezy stosowacé przy ocenie oryginalnosci
i wartosci nowych metod.

6.1.5 Zastosowania ELM
1. Medycyna:

o Klasyfikacja guzkéw tarczycy na zlosliwe i tagodne.

¢ W mammografii wykrywa sie nieprawidlowosci oraz
klasyfikuje masy jako tagodne lub zlosliwe.

2. Ekonomia:

o Prognozowanie wzrostu gospodarczego.

o Przewidywanie ryzyka kredytowego.
3. Zywno$é:

o Monitorowanie bezpieczenstwa zywnosci.
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o Klasyfikacja réznych rodzajéw win.

6.2 Co tutaj robi pseudoodwrotnosc¢?

6.2.1 Macierz neuronéw ukrytych

Przypomnijmy sobie na poczatku, w jaki sposob powstaje
nasz uktad réwnan liniowych. Mamy N réznych réwnan linio-
wych. Mozemy to bardzo tatwo zapisa¢ w postaci macierzowe;j:

Hp =Y,
gdzie macierz H to:
H(wy,...,wr,bi,....bp,x1,...,2N) =
g(w1~z1+b1) g(wL~1:1—|—bL)
glwr-zn +b1) ... glwp-an+bL)] vy,

p= [617---75L]T€RLxmiY: [yl,...,yN]TGRNXm.

Macierz H jest nazywana macierza warstwy ukrytej sieci neu-
TONOWE].

6.2.2 Kwestia nadokreslonego ukladu réwnan

Zeby pokazaé, ze nasza macierz neuronéw ukrytych jest pro-
stokatna, prof. Guang pokazal 2 twierdzenia. Pierwsze:

Twierdzenie 6.1. WeZmy standardowq sie¢ SLFN, z N ukry-
tymi neuronami. Dla N parami réznych prébek (z;,y;), gdzie
z; € R" 1y, € R™, dla dowolnych w; oraz b; wybranych losowo
zR™ i R (odpowiednio), zgodnie z dowolnym cigglym rozkiadem
prawdopodobienstwa, macierz H warstwy ukrytej sieci SLEN jest
prawie na pewno odwracalna, a z tego wynika, ze ||HB —Y || = 0.
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Twierdzenie méwi, ze dla sieci SLEN z N ukrytymi neurona-
mi, macierz H jest prawie na pewno odwracalna. Oznacza to, ze
dla kazdej prébki danych (z;,y;), istnieje zestaw wag 3, ktéry
dokladnie przewiduje etykiete y; dla x;.

Wartosé ||HS — Y|| = 0 oznacza, ze blad pomiedzy rzeczy-
wistymi etykietami, a przewidywanymi etykietami jest zerowy,
wskazujac na idealne dopasowanie modelu do danych treningo-
wych. W praktyce, ze wzgledu na szum lub zaklécenia w danych,
catkowite dopasowanie moze by¢ trudne do osiagniecia, wiec war-
tos¢ ta bedzie zwykle bardzo bliska zeru.

Twierdzenie 6.2. WeZmy malg dodatnig liczbe €. Wowczas ist-
nieje L < N, takie ze dla N parami réznych probek (x;,y;), gdzie
z; € R" oraz y; € R™, dla dowolnych w; oraz b; wybranych loso-
wo zR™ R odpowiednio, zgodnie z dowolnym cigglym rozkiadem
prawdopodobienstwa, z prawdopodobienstwem réwnym 1 zachodzi
nieréwno$é: ||HB — Y| < e.

Innymi stowy, oznacza to, ze mozna znalezé takie L (liczba
neurondéw w warstwie ukrytej), ktére zapewni, ze blad aproksy-
macji bedzie mniejszy niz dowolnie mata zadana warto$c¢ e, przy
losowym wyborze wag i biaséw.

6.2.3 Jak to z ta pseudoodwrotnoscia?

Twierdzenie 6.3. Mamy macierz G, takq, Ze GY istnieje. Wite-
dy nastepujgce warunki s¢ réwnowazne:

1. Dla dowolnego Y iloczyn GY jest majgcym najmmniejszq
norme, rozwigzaniem w sensie najmniejszych kwadratow
uktadu HBG =Y .

2. G jest uogdlniong macierzqg odwrotng w sensie Moore’a—
Penrose’a macierzy H.

To twierdzenie méwi nam, ze iloczyn GY jest najlepszym
rozwigzaniem w sensie najmniejszych kwadratéw dla kazdego Y
w kontekscie uktadu liniowego HS = Y wtedy i tylko wtedy,
gdy G jest uogélniona macierza odwrotna macierzy H w sensie
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Moore’a-Penrose’a.

Roger Penrose i Eliakim Hastings Moore zdefiniowali no-
wa odwrotno$¢ macierzy, nazywang macierza pseudoodwrotna
Moore’a—Penrose’a lub uogélniong macierza Moore’a—Penrose’a.
Definicje réwnowaznosci macierzy odwrotnych Moore’a—Penrose’a
podal Penrose. Wyglada ona nastepujaco.

Definicja 6.4. Pseudoodwrotnoscia Moore’a—Penrose’a macie-
rzy H € RV*L nazywa sie¢ macierz G € REXN | ktéra spelnia
nastepujace cztery warunki:

1. HGH = H,

2. GHG = G,

3. (HG)T = HG,

4. (GH)T = GH.
Piszemy: G = H'.

Uwaga 6.5. Powyzsze warunki nazywa sie aksjomatamsi Moore’a—
Penrose’a. Zasadniczo powinno mowié sie ,uogolnione macierze
odwrotne w sensie Moore’a—Penrose’a”, jednak na potrzeby pre-
zentacji pozostaniemy przy nazewnictwie ,pseudoodwrotnosc’.

Twierdzenie 6.6. Kazida macierz H € RN*L ma dokladnie
jedng pseudoodwrotnosé w sensie Moore’a—Penrose’a.

Whiosek 6.7. Jesli macierz H € RVN*L jest odwracalna, to
Hf=H"!

Wtasnosci pseudoodwrotnosci:
1. (GHt = G,
2.
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Uwaga 6.8. Nie zachodzi réuwnosé (GH)t = HN G*.

Warto wspomnieé, ze pojecie to opracowali niezaleznie od
siebie E. H. Moore w 1920 i Roger Penrose w 1955 roku.

Dla ukladu liniowego HB = Y specjalne rozwiazanie § =
H'Y jest rozwigzaniem metody najmniejszych kwadratéw. Spo-
§rod wszystkich mozliwych rozwiazan ma ono najmniejsza nor-
me.

Jedli macierz H ma pelny rzad, rozwiazanie w sensie naj-
mniejszych kwadratow jest jednoznaczne. W przeciwnym razie,
gdy H nie ma pelnego rzedu, istnieje nieskoniczenie wiele rozwia-
zan metody najmniejszych kwadratow.

6.2.4 Metody znajdowania pseudoodwrotnosci

Istnieje wiele sposobow znajdowania pseudoodwrotnosci, jed-
nak najpowszechniejsza metoda w wielu wariantach ELM jest
SVD, czyli rozklad wedlug wartosci osobliwych. SVD generuje
macierze pseudoodwrotne z duza doktadno$cia, jednak problem
polega na tym, ze pochtania on dosé spora ilos¢ zasobéw, co moze
prowadzi¢ do obnizenia wydajnoéci. Dlatego mozemy korzystaé
miedzy innymi z takich metod jak:

o Rozklad QR.
¢ Rozktad Choleskyego.

o Rozklad na macierze pelnego rzedu.

6.3 Algorytmy ELM

Samych sposobéw znajdowania macierzy pseudoodwrotnych
jest sporo, jednak, algorytméw ELM jest jeszcze wiecej, ponie-
waz pomijajac juz fakt, ze do kazdej metody znajdowania pseu-
doodwrotnosci, moglibyémy dopasowa¢ jeden algorytm ELM, to
dodatkowo ludzie caly czas probuja w jaki$ sposéb laczy¢ algo-
rytmy ze soba, aby uzyskaé lepsza wydajno$é lub/i dokladnosé.
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e SVD-ELM

e Geninv-ELM
¢ QRGinv-ELM
« CGS-ELM

« TPM-ELM

6.4 Algorytm SVD-ELM

6.4.1 Rozklad wedlug wartosci osobliwych

SVD zostalo zdefiniowane dla rzeczywistych macierzy kwa-
dratowych w latach 70. XIX wieku przez Beltramiego i Jordana.
Ponizej znajduje si¢ twierdzenie przedstawiajace SVD.

Twierdzenie 6.9. Niech H € RV*L v = rank(H). Wtedy
istniejg macierze ortogonalne U € RV*N oraz V € RI¥L taka,
se: H= UL VT, gdzie:

S 0
==[7 ]
i 8 =diag(o1,09,...,0.), gdzieoy =092 ... 2 0, > 0.
Liczby o01,09,...,0, rtazem z 0,41 = 0,...,0r = 0 sa nazy-

wane wartosciami osobliwymi macierzy H, sa one nieujemnymi
pierwiastkami kwadratowymi warto$ci wlasnych (ktére sa nie-
ujemne) H”H. Kolumny macierzy U nazywane sa lewymi wekto-
rami osobliwymi H (sa to ortonormalne wektory wlasne HHT),
a kolumny V sa nazywane prawymi wektorami osobliwymi H
(sa to ortonormalne wektory wtasne H' H)

Uwaga 6.10. Pseudoodwrotno$é macierzy H obliczamy z naste-

pujgcego réwnania:

-1
HY =VtUT gdzie T = [S 0}

0 0]
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6.4.2 SVD-ELM

Rozwazmy zatem zbior treningowy N = {(x;,y;)|z; € R",y; €
R™ i =1,...,N}, funkcje aktywacji g(x) oraz L ukrytych neu-
ronow. Mozemy teraz roztozy¢ algorytm na trzy kluczowe etapy.

Krok 1:
Zaczynamy od losowego przypisania wag wejSciowych w; oraz
biasu b;(i = 1,...,L).

Krok 2:
Obliczamy macierz warstwy ukrytej opisanej jako H € RVXE,

Krok 3:
Obliczamy wage wyjéciowa 3 € RLxm:

B=H'Y,
gdzie Y = [y1,...,yn| T € RV*m™,
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Wyznaczanie obrazu numeryczne-
g0 macierzy

YLukasz Gorczyca
Uniwersytet Jagiellonski
Wydzial Matematyki i Informatyki

7.1 Definicje i podstawowe wlasnosci

7.1.1 Definicje obrazu numerycznego

Definicja 7.1. Obraz numeryczny operatora 1" w zespolonej
przestrzeni Hilberta H jest podzbiorem plaszczyzny zespolonej
okredlonym wzorem:

W(T) = {{Tw, z)|x € H, [lx]| = 1}

dla danego iloczynu skalarnego (-, —) oraz normy indukowanej

2]l = v/, ).

Od tej pory przez A bedziemy oznaczaé¢ dowolna macierz ze
zbioru macierzy kwadratowych o wartosciach zespolonych i n ko-
lumnach (oznaczanego tez przez M, (C)). Dla dowolnego wek-
tora x € C", przez x* oznaczamy sprzezenie hermitowskie wek-
tora x. Dla = [z1,...,2,]T mamy x* = [71,...,2,], gdzie dla
y € C, y = Re(y) — Im(y) oznacza sprzezenie zespolone.

Uwaga 7.2. Dla x,x* zdefiniowanych jok wyzej, wyrazenie
Trr =" | x;%; jest liczbg zespolong. Dodatkowo, dla macierzy
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A = [a;;] zdefiniowanej jak wyzej, otrzymujemy

¥ Ax = zn: En:aji;iixj e C.

j=11i=1

Przestrzen liczb zespolonych ( n wymiarowa) z iloczynem ska-
larnym oraz norma indukowana jest przestrzenia Hilberta. Mo-
zemy wiec przenie$é¢ pierwotng definicje obrazu numerycznego na
jezyk macierzy zespolonych. W tej pracy skupimy sie tylko na
obrazie numerycznym we wspomnianej przestrzeni.

Definicja 7.3. Obraz numeryczny macierzy A okreslamy przy
pomocy normy ||z|| = vz*x, wtedy:

x* Az

W(A) ={a"Az 2 € C", 2"z =1} = {
¥

::EE(C",;U#O}.

Przydatne bedzie rowniez zdefiniowanie powiazanych z ob-
razem numerycznym pojeé. Promienn numeryczny i wewnetrzny
promien numeryczny wyznaczaja wartosci, ktére mowia o tym
jak dana macierz jest rozpigta.

Definicja 7.4. Promienn numeryczny macierzy A jest okre-
Slony jako:
r(A) = max{|z| : z € W(A)}.

Definicja 7.5. Wewnetrzny promien numeryczny macie-
rzy A jest okreslony jako:

7(A) = max{|2| : = € W (A)}.

Otoczka wypukta pewnego zbioru jest natomiast najmniej-
szym zbiorem wypuklym, ktéry zawiera ten zbiér. W dalszej
czedci pracy pokazemy, ze obraz numeryczny macierzy jest wy-
pukty, dlatego otoczka wypukta bedzie nam bardzo przydatna.

Definicja 7.6. Otoczka wypukla zbioru P nazywamy zbior
CH{A} = {tp1 + (L = t)p2 : t € [0, 1], p1,p2 € P}.
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7.1.2 Wlasnos$ci obrazu numerycznego

Jedna z podstawowych wlasnosci obrazu numerycznego macierzy
jest jego zwartos¢. Obraz numeryczny zawiera swoje domkniecie,
jak réowniez zawsze jest ograniczony, co czyni go zwartym.

Obraz numeryczny macierzy A jest liniowy, w takim sensie,
ze dla dowolnego a € C zachodzi W(aA) = aW(a). WeZmy
tez b € C, a przez I, oznaczmy macierz identycznosciowa o n
niezerowych wartosciach. Obraz numeryczny spelnia wlasnosé
translacji, w tym sensie, ze W(aA + bl) = aW(a) + b. Jesli
zar6wno A jak i B sa ze zbioru M, (C), to zachodzi inkluzja
W(A+ B) CW(A) +W(b).

Popularnym faktem z algebry liniowej jest mozliwos$¢ przed-
stawienia macierzy kwadratowej jako sume macierzy hermitow-
skiej (spelniajacej M = M™*) i antyhermitowskiej (spelniajacej
M = —M*). Dla naszej macierzy A ten rozklad wyglada naste-
pujaco:

_ A+ A L A—A .

2 2
Okazuje sie, ze taki rozklad mozna wykorzysta¢ do podzielenia
obrazu numerycznego macierzy na jego rzeczywista i urojong
cze$¢, a mianowicie zachodzi

ReW (A) =W (AZA*) , ImW(A) =W <A2A*) .

Obraz numeryczny macierzy jest rzeczywisty, to znaczy
ImW (A) = 0 (réwnowaznie W(A) C R), tylko wtedy, gdy ma-
cierz A jest hermitowska, czyli A = A*. W takim przypadku,
punkty konicowe obrazu numerycznego wyznaczaja najmniejsza
i najwieksza wartos¢ wlasna tej macierzy.

Obraz numeryczny jest taki sam dla macierzy transponowa-
nej. W przypadku sprzezenia hermitowskiego macierzy, jej obraz
numeryczny jest sprzezeniem zespolonym obrazu numerycznego
wyjsciowej macierzy, to znaczy

A

W(AT) = W(A), W(A*) = W(A).
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Pojawia sie¢ pytanie, jaki jest zwiazek pomiedzy obrazem nu-
merycznym, a otoczka wypukla? W celu odpowiedzenia na to
pytanie wprowadzimy definicje spektrum i promienia spektral-
nego macierzy.

Definicja 7.7. Spektrum macierzy A to zbior wszystkich war-
tosci wlasnych tej macierzy,

o(A) = {\: X jest wartoscig wlasng macierzy A}.

Definicja 7.8. Promien spektralny macierzy A jest okreslony
jako:

p(A) = max{|z| : z € 0(A4)}.

Okazuje sig, ze zawsze mamy inkluzje CH (a(A)) C W(A), a
réwno$¢ CH (o(A)) = W(A) zachodzi tylko w przypadku, gdy A
jest dodatkowo hermitowska.

7.2 Wypuklosé

W celu udowodnienia wypuklosci obrazu numerycznego pokaze-
my najpierw lemat méwiacy o drogowej spdjnoéci zbioréw unor-
mowanych wektorow, ktore tworza obraz numeryczny o okre-
Slonej wartosci. Najpierw przypomnijmy pojecie wspomnianego
rodzaju spojnosci.

Definicja 7.9. Zbiér P nazywamy drogowo spdjnym, gdy
dowolnie wybrane punkty pi1,p2 € P moga by¢ polaczone ciagla

krzywa zawierajaca si¢ w calosci w zbiorze P.

Lemat 7.10. Niech A bedzie macierzq hermitowskq oraz niech
w e W(A). Wtedy zbidr:

La(p) ={xzeC": z*z=1, 2*Az = pu}
jest drogowo spojny.
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Dowéd. Bez straty ogoélnosci zakladamy, ze u = 0 oraz ma-
cierz A jest diagonalna o rzeczywistych wartosciach,
tj. A = diag(dy,...,d,), wtedy:

n n
W(A) = {Z dilzi|” s w1, 25, 2y € C,Z |zi|* = 1}~
i=1 i=1

Zalézmy, ze v = (x;), y = (y;) € La(0), tzn. x oraz y sa wekto-
rami jednostkowymi takimi, ze

i=1 i=1

Pokazemy, ze mozemy polaczy¢ x i y za pomocay ciagtej krzy-
wej zawierajacej sie¢ w zbiorze L 4(0). Wektor

[rie, ... rnei® T € L£1(0) dla nieujemnych r; oraz 0, € [0,2n)
dla k =1,2,...,n jest potaczony z wektorem

[71,...,m]T € L (0) clagla krzywa dana wzorem

[Pt (=0 e 0=01T ¢ [0,1] zawiera si¢ w Lp(0).

Mozemy wiec zalozy¢, ze x i y sa rzeczywiste i nieujemne ze
wzgledu na wszystkie wspélrzedne. W takim wypadku, rozwia-
zaniem spelniajacym warunki u(0) = z, u(1l) = y jest krzywa
u(t) = ( -2 +ty3).

Pokazemy teraz silniejsza wlasno$¢ obrazu numerycznego ma-
cierzy, a mianowicie wypuklosé.

Twierdzenie 7.11 (Toeplitz-Hausdorff). Dla dowolnej ma-
cierzy A jej obraz numeryczny W (A) jest wypukly.

Pokazemy, ze odcinek laczacy dwa dowolne rézne punkty z
W (A) zawiera sie w W(A). Bez straty ogdlnosci mozemy przy-
jaé, ze te punkty to p = 0 oraz ¢ = 1 (korzystajac z wlasno-
§ci translacji obrazu numerycznego). Teraz wystarczy pokazad,
ze [0,1] C W(A). Wezmy z,y € C™ takie, ze ||z = 1 = ||yl
oraz p = x*Ax, ¢ = y* Ay. Oczywiscie A = H(A) + S(A), gdzie
H(A) oznacza cze$é hermitowska, a S(A) czesé antyhermitowska
macierzy A. Korzystajac z poprzedniego lematu mamy drogowsg
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spojnosé zbioru Lg(ay(). Zauwazmy, ze x,y € Lg(a(0).
Dla t € [0, 1] istnieje ciaglte odwzorowanie

ze: [0,1] 5t — 2(t) € Lg4)(0), wowezaszg =z, 21 = y.
W takim razie z5Azy = 1 oraz z{ Az; = 0. Mamy, ze

zf Az = 2y H(A)z
jest rzeczywista i ciagla funkcja, wiec oznacza to, ze odcinek

pomiedzy p a q lezy w W(A), co dowodzi wypukloéci obrazu
NuUmMerycznego.

7.3 Dalsze wtasnos$ci obrazu numerycz-
nego

Stwierdzenie 7.12. Dla macierzy A zachodzq nastepujgoce wla-
snosci:

1. W(A) = {p} <= A= ul,.
2. W(A) =W (A) = Litr(A) = 23" a; € OW(A).

Definicja 7.13. Punkt brzegowy p zamknietego obszaru Q2 C C,
czyli p € 00 nazywamy naroznikiem zbioru 2, gdy istnieje
€ > 0 taki, ze zbior K (u,€) :== QN S(u,¢€)

(dla S(p,€) :={z € C: |z — u| < €}) zawiera si¢ w wycinku kola
S(p, €) o kacie mniejszym niz .

Przyklad 7.14. Dia A € M,,(C) zachodzi
w - naroznik W(A) = u € o(A).

Uwaga 7.15. Wynikanie w drugqg strone nie zachodzi w o0gdl-
noéci, czyli nie kazda wartosé wilasna macierzy A na brzegu jej
obrazu numerycznego musi byc jego naroznikiem.

Stwierdzenie 7.16. Kazda wartos¢ wlasna p macierzy A na
brzegu jej obrazu numerycznego jest potprostq, to znaczy, ze krot-
nosc algebraiczna jest réwna jej krotnosci geometrycznej.

Stwierdzenie 7.17. KazZdy wektor wlasny macierzy A odpowia-
dajgcy p jest ortogonalny do wektorow wiasnych A odpowiadajg-
cych wartosciom wlasnym ze zbioru o(A) \ {u}.
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7.4 Wyznaczanie obrazu numeryczne-
go

7.4.1 Wersja prymitywna

Metoda ta polega na losowym wybraniu wektoréw unormowa-
nych {x;};, € I i policzeniu wyrazeii z; Az} dla ustalonej wcze-
$niej macierzy kwadratowej A oraz i € I. Wada tego sposobu
jest bardzo duza liczba obliczen potrzebnych do otrzymania sen-
sownego rysunku. Dodatkowo, nie mamy dokladnej informacji
na temat brzegu obrazu numerycznego.

7.4.2 Aproksymacja wielokatami - zastosowa-
nie twierdzenia Toeplitza-Hausdorffa

Jesli zauwazymy, ze dla macierzy A jej obraz numeryczny jest
wypukly to mozemy jego brzeg przyblizy¢ pewnymi wielokatami
wypuklymi. Jak pokazywaliémy m.in. w dowodzenie twierdzenia
Toeplitza-Hausdorffa, W(H(A)) = [Amin(H(A)), Amax(H (A4))]
jest zamknietym przedzialem o wartoéciach rzeczywistych o kon-
cach przedzialu bedacymi ekstremalnymi warto$ciami wtasny-
mi macierzy H(A). Z wlasnosci obrazu numerycznego mamy, ze
ReW (A) = W(H(A)), skad wynika, ze dla dowolnego unormo-
wanego ¢ € C", punkt yu = x* Ax spelnia réwnosé

Re(p) = max{ReA : A € W(A)} wtedy i tylko wtedy, gdy

Rep = Re(z*Az) = 2" H(A)x = Amax(H(A4)).

Z drugiej strony x*H(A)z = Amax(H(A)) wtedy i tylko wte-
dy, gdy « jest unormowanym wektorem wlasnym H(A) odpo-
wiadajacym najwiekszej wartosci wlasnej tej macierzy. W tym
przypadku, p = x*Ax odpowiada punktowi najbardziej wysu-
nigtemu na prawg strone plaszczyzny sposéréd elementéw W (A).
W zwiazku z tym, prosta {u + v : u,v € Ryu = Apax(H(A))}
jest linia podpierajaca (supporting line) W(A) w p.
Dla dowolnego 6 € [0, 27) rozwazmy macierze
e®A = (cosf +isinf)A, H(eA) = cos(§H(A)) +sind(iS(A)),
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warto$é wiasna Mg = Amax(H(e'?A)) oraz odpowiadajacy jej
unormowany wektor wlasny xg taki, ze

H(e" A)xg = Noxp oraz zjzg = 1.

Przez to, ze {i + v : u,v € R,u = Ag} jest linia podpierajaca
W (e A) w punkcie z(e® A)zg, widad, ze

e W ={u+iv:uveR u= N},
réwnowaznie {u + v : u,v € Riucosf —vsinf = \g} jest linia
podpierajaca W(A) w x5 Azg. Wybierajac p réznych wartosci ta-
kich, ze 0 = 61 < 02 < ... < 0,41 = 27, mozemy przyblizy¢

W (A) jako wpisany wielokat wypukly Q(61,62,...,6,) o wierz-
chotkach

qj ::r:ngxgj dlaj=1,2,...,p

oraz jako opisany wielokat wypukty P (6,6, ...,6,) o wierzchol-
kach

Ao, cos(Bj41 —0;) — o
sin (01 — 0;)

i =1,2,...,p.

) ) )

P = e_m-’ AG +

i
Wprowadzmy pomocnicze oznaczenie na réznice pol wielokatow,
ov(p) =V (P(01,02,...,0,)) = V(Q(01,02,...,0,)).
Zauwazmy, ze wierzcholki wielokata wpisanego P(61,6s,...,6,)
sa latwo obliczane, gdyz sg przecigciami punktow linii podpiera-
jacych obraz numeryczny macierzy. Zwiekszajac liczbe podzialéw

p sprawiamy, ze réznica powierzchni
p—1
ov(p) = 5 Im Z@jpjﬂ —q;q+1) — (P,)p1 — 4,1
j=1

jest wystarczajaco mala.
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7.4.3 Algorytm wyznaczajacy obraz numerycz-
ny
1. Wybieramy 0 =01 < 8y < ... <0, < 0,41 = 2.
2.Dlaj=1,2,...,p:

(a) Obliczamy wartosé whasna A; = Apnax(H (€% A)),

(b) Obliczamy wektor wlasny x; = x4, odpowiadajacy
Ajs

(c) Obliczamy j-ty wierzcholek wielokata Q(61,0s,...,6,),
czyli q; = x Az,

(d) Obliczamy j-ty wierzchotek wielokata P (61,62, ...,6,),
czyli

)\9‘7. COS(9j+1 — GJ) — /\9‘

105 j+1
pj =€ | X, +

sin (01 — 0;)

3. Aby "domknaé” wielokaty, zakladamy, Zze p,41 = p; oraz
dp+1 = i1, a nastepnie wyznaczamy réznice powierzchni
miedzy wielokatami, tj zdefiniowane wczesniej dy (p).

4. Jesli réznica oy (p) jest dostatecznie mala, wykredlamy
P(61,02,...,0,). W przeciwnym razie wracamy do kroku
pierwszego i wybieramy podzial sktadajacy sie z wiekszej
liczby wierzcholtkéw.
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Rzut oka na klasyfikacje szere-
gow

Paulina Ewa Hennig
Uniwersytet Szczecinski
Instytut Matematyki

8.1 Wstep

Podczas podrézy przez te prace bedziemy przemieszczaé sie po
obszarze klasycznej analizy rzeczywistej. Na starcie zacznijmy od
zalozen, w tym przypadku od pewnego ograniczenia. To znaczy
interesowaé nas beda szeregi rzeczywiste, a dokladniej te z nich,
ktore spelniaja warunek konieczny zbieznoéci. Sa to oczywiscie
te, dla ktérych wyraz ogélny dazy do 0. Jak wynika z tytulu
artykutu, naszym celem jest podzielenie ich w pewien sposéb,
w szczegblnodei tak, zeby ten podzial dostarczyl jakas istotna
informacje. Powstana nam trzy grupy, ktore po kolei omdwie.

8.2 Szeregi mocno rozbiezne

o0
Definicja 8.1. Szereg liczbowy o wyrazach rzeczywistych > a,
n=1
okresla sie jako mocno rozbiezny (z ang. strongly divergent),
o0
jesli dla dowolnej permutacji m : N «— N szereg ) ar(,) jest
n=1

rozbiezny.

83



Rzut oka na klasyfikacje szeregow

Powyzsza definicja oznacza, ze w szeregu mocno rozbieznym
nieistotna okaze sie kolejnos¢ ustawienia jego wyrazéw, poniewaz
za kazdym razem otrzymujemy po prostu szereg rozbiezny.

Niestety warunek z Definicji [8.1] nie jest latwy do sprawdzenia,
przez co w praktyce chcielibySmy mie¢ bardziej uzyteczny opis.
Okazuje sie, ze taki istnieje i idealnie rozgranicza migdzy soba
wszystkie trzy typy szeregéw. Do wprowadzenia go konieczne jest
przypomnienie sobie definicji szeregéw Y a, oraz Y. a;.

Rozwazmy zatem dowolny (w tym miejscu nie potrzebujemy
ograniczaé si¢ do tego, zeby wyraz ogélny dazyl do 0) szereg
o0

> ap = a1 +az+asz+ag+as+.... Generujac na jego podstawie
n=1

szereg Y a, zostawiamy bez zmian te a;, ktére sa mniejsze od 0,
natomiast pozostale zastepujemy zerami. Dla przypadku szeregu
> a;t jest podobnie. Tu jednak zachowujemy wszystkie a;, ktére
sa wieksze od 0, a pozostale zastepujemy zerami.

W skrécie: > a,, lubi a; < 0, toleruje a; = 0 i nie dopuszcza
a; > 0. Szereg Y a7 odwrotnie.

Przyktad 8.2.

S = (=2)" 8 , 16 32
Zlanzz n! :_24‘2—54‘@—@4-...,
n=

n=1

118

a, =—2+0-8+0-32+. ..,

3
Il
-

18

af =0+2+0+28+0+...
1

3
Il

Wréémy teraz do zagadnienia szeregéw mocno rozbieznych.

o0
Twierdzenie 8.3. Szereg liczbowy rzeczywisty >, a, jest mocno

n=1
rozbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy dokladnie jeden z szeregow:
[ee] [ee]

Stay, SO at jest zbieiny, a drugi rozbieiny.
n=1 n=1

Zobaczmy na przykladzie, ze warunek z tego twierdzenia jest
szybki i wygodny w uzyciu.
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Przyklad 8.4. Rozwazmy szereg postact

i i6n2+8 14+32+62+104+
Ay = _ = — — i i
m3—n 1 14 51 124

n=1 n=1
(i zauwazmy, ze jego wyraz ogdlny dgzy do 0).
o0 o0 o0
> a, = >, 0=0 - istnieje skoriczona suma, czyli Y, a, jest

n=1 n=1
zbiezny.

i n i6n2+8 6n2+8>6n2>1
a, = —s——  oraz mam Par-e— — —.
— " - 1277,3771 Y o —n " w3 T

Pamietamy, Ze szereq y % jest rozbiezny oraz zachodzq powyisze

o0
nieréwnodci, zatem na mocy kryterium pordwnawczego Y. a}

n=1
jest tez rozbiezny. Wobec tego w oparciu o Twierdzenie -w szereg
o0
SZS +8 jest mocno rozbieiny.

n=1

Majac scharakteryzowany jeden szereg jestedmy w stanie bez
wysitku generowaé inne (podobne). Jest to cudowna rozrywka.
Zatem popatrzmy na nastepne przykltady szeregdw mocno roz-
bieznych. Cho¢ ich wyglad na moze odstrasza¢, to zachowuja sie
one tak samo, jak ten rozpisany wyzej.

i 18n'8 +5
— 4nl9 — 3’

101 - n'90 4+ 101
100 - pl01 —p ’

n=1
S n(210—1)
n;l 210 n(210) Y

> -n™ + 6!
Z n7'+1 Tk
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8.3 Szeregi majgce dlugg nazwe, czyli
potencjalnie wzglednie zbiezne

o0
Definicja 8.5. Szereg liczbowy o wyrazach rzeczywistych > b,

n=1
bedziemy nazywaé potencjalnie wzglednie zbieznym (z ang.
potentially non- absolutely convergent), jesli istnieja permutacje
Jego wyrazéw Ty, mo N +— N takie, ze zbiezny jest szereg

Z b, (n), Natomiast Z bry(n) jest rozbiezny.

Podobnie jak dla szeregéw mocno rozbieznych, tutaj takze
istnieje inny opis za pomoca > b, oraz > b}.

(o)
Twierdzenie 8.6. Szereg rzeczywisty Y. b, jest potencjalnie

n=1

o0
wzglednie zbiezny wiedy i tylko wtedy, gdy oba szeregi: >, b, oraz

o0
> b sq rozbiezne.

n=1

Przyklad 8.7. Rozwazmy nastepujocy szereg

o 11 1 1
>by o= S+t +— -1+
1 2 n1—1 ny1
n=1
T S
TL1+1 n1+2 N9 2
1 1 n +1 1+
ng + 1 ng + 2 ns 3 I

gdzie ny jest takie, Ze % +...+ n% > 2 (oczywiscie istnieje takie

ny, bo szereg > % jest rozbiezny);

no jest takie, Ze ﬁ + ...+ 7%2 > 3;

ng jest takie, Ze +...+ n% > 4; itd.

1
na+1
Co wiecej mozna zauwazyc, Ze b, — 0.

86



Paulina Ewa Hennig

Probujgc uzyc ostatniego twierdzenia, patrzymy teraz na szereg

= 1 1
D bp =04 A0 140+ 0= S0+ O

n=1

Piszgc w pelni formalnie, tych wszystkich zer nie mozemy po
prostu opuscié. Mozemy za to utworzyé nowy szereg:

ST TR S DU o Y
;Bn_ ! 3 n=1

o0 o0
Zaobserwujmy, ze szeregi Y. b, oraz > B, zachowujg sie tak

n=1 n=1
— 1
samo. Dodatkowo wiemy, Ze szereg ) —= jest rozbieiny, zatem
n=1
o0
> b, tez musi by rozbieiny.

o0
W przypadku szeregu Y. b postapimy tak samo, jak przy
n=1

o0
> by, czyli utworzymy pomocniczy szereg.

n=1
i = 1+ + 1 +i+0+
—~ 12 T =1
1 1 1
+ +... 4+ — 40+ +...+—+0+...
TL1+]. no n2—|—1 ns
oraz
> 1 1 1 1 1
>BY = S+ +—+ o+ —+
— 1 2 ni ny+1 )
1 1 =1
n2+1+...+n—3+..._;;

18
3=

o0 o0
Szeregi > BY i Y. b} zachowujq sie tak samo oraz szereg

n=1 n=1 n

Il
_

o0
jest rozbiezny, wiec > bl tez musi byé rozbieiny.
n=1
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Z uzyskanych informacji mamy, Ze oba pomocnicze szeregi
o0 o0
ST b, i > b sq rozbieine, zatem po uzyciu Twierdzenia w
n=1 n=1

oo
dostajemy, ze szereg Y by, jest potencjalnie wzglednie zbieiny.
n=1

o0
Istotnie, wyjsciowy szereg > by, ze swojej konstrukcji wydaje sie

n—=
byé rozbieiny, jednak jestesmy w stanie tak przestawic wszystkie
jego wyrazy, ze otrzymamy 1 — 1+ % — % + % — % + ..., co daje
zbiezZnosé do sumy rownej 0.

Szeregi potencjalnie wzglednie zbiezne maja z reguty bardziej
rozbudowany opis, przez co trudno generowaé rézne podobne do
siebie przyklady. Ale miedzy innymi odwolujac sie do szeregu

o0

> b, z Przykladu [8.7] i zmieniajac w nim liczniki wszystkich
n=1

ulamkéw (zastepujac jedynki inng niezerowa liczba rzeczywista),
otrzymamy nowy szereg potencjalnie wzglednie zbiezny.

8.4 Szeregi bezwzglednie zbiezne

Ostatnia grupa szeregdw, ktore idealnie dopelniajg klasyfikacje,
sa dobrze znane szeregi bezwzglednie zbiezne. Ich podstawowa
definicja oznacza tyle, ze szereg moduléw jest zbiezny. Mozemy
jednak patrzeé inaczej.

o0
Definicja 8.8. Szereg liczbowy rzeczywisty > ¢, nazwiemy
n=1
bezwzglednie zbieznym (z ang. absolutely convergent), jesli

biorac dowolng permutacje jego wyrazéw 7w : N <— N, szereg

> Cr(n) bedzie zbiezny.
n=1

Przy wyjsciowym zalozeniu z poczatku artykulu (¢, — 0)

o0
okazuje sie, ze Deﬁnicjaﬁ jest réwnowazna temu, ze Y |cy|

n=1
jest zbiezny. Nie jest to jednak powdd, dla ktorego to ograniczenie

zostalo wprowadzone.
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Warunek z Definicji [8.8] jest niestety ponownie w wickszosci
przypadkéw ci@iki do sprawdzenia przez co znowu z pomoca,

przyjda szeregi Z ¢, oraz Z cr.

n=1

o0
Twierdzenie 8.9. Szereg rzeczywisty > ¢, jest bezwzglednie

n=1

zbiezny wtedy 1 tylko wtedy, gdy oba szeregi: Z cn Z ch sq
n=1
zbiezne.

Przyktad 8.10. Rozwazmy nastepujgcy szereg, w ktorym wyraz
ogolny dgzy do 0:

2o

Ma on naprzemienny znak. Mozemy zobaczyé, Ze

(=)™ 9 9 9 9 9
T:_F+2?_?+4?_5?+"'

HME%

chz—ﬁ+0—3—9+0—5—9+...
n=1

T 2md

O n
Z jednej strony Y. c;, Z _g. U . My jednak zbiezno$é
n=1

o0
> ¢, wykazemy szybciej poprzez poréwnanie z zachowujgcym

sie tak samo szeregiem

> 9 9 9 > 1
C-=—" = =-9) —
L0y L E-T

Szereg Z 5 jest zbieiny oraz m < n%, wiec na mocy
krytemum porownawczego i wlasnosci szeregow otrzymujemy, Ze
o0

o0
> C, jest zbieiny (a co za tym idzie Y ¢, takzie).

n=1 n=1

o0
Z > ¢t=0+ 2% + 0+ 4% + ... postepujemy analogicznie.

n=1
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Definiujemy > Cf = %5+ 5 +...=9- Z Dodatkowo

n=1 n=1
1 1 . . ¢
W < ) wiec (krytemum porownawcze 1 wilasnosci szeregow)

(271)9

o0 (oo}
S CF, atakie > ¢ sq zbieine. Zatem na mocy Twierdzenia
n=1 n=1

oo
szereq Z 91) jest bezwzglednie zbieiny.
n=1

Spojrzmy teraz na kilka podobnych szeregéw bezwzglednie
zbieznych. Whrew pierwszemu wrazeniu mozemy rozpatrywac je
dokladnie tak samo, jak szereg w Przykladzie [8.10]

n+1
PR
n=1
e 123n
Z 23n123 ’
n=1

2

i (m+1) - (=™ .

8.5 Zastosowanie

Informacja do jakiej klasy zakwalifikujemy dany szereg powie
nam o wygladzie zbioru osiggalnego dla tego szeregu.
Formalnie:

Definicja 8.11. Niech dany bedzie szereg liczbowy o wyrazach
[ee]

rzeczywistych > a,. Mozemy zdefiniowaé zbiér osiggalny dla
n=1

tego szeregu jako {x €ER: JACNz =), az}. Bedziemy go
i€A

oznaczaé jako E (Z an) lub w skrécie E(>” ay,).

n=1

Uwaga 8.12. W ogdinosci przyjmugje sie, ze do zbioru E(>_ ay,)
mogq nalezeé takie —oo,4+00. Natomiast w zbiorach osiggalnych
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dla szeregow opisanych w tej pracy te dwa skrajne punkty nie
wystepujq, wiec dla uproszczenia rozumowania pominiemy je.

Nieformalnie:

Popatrzmy na dowolny szereg o wyrazach rzeczywistych postaci
o0
> an = a1tastaztag+... . Wezmy jakis fragment (w skrajnym
n=1
przypadku calo$¢) z tej rozpisanej sumy. Na przyklad z1 = as
lub x2 = a1 + a4 (sa to jakies liczby z R). PrzenieSmy je na o$
rzeczywista.

T T2

N

Chcieliby$my w ten sposob przenies¢ wszystkie mozliwe sumy
(skoriczone i nieskoriczone) utworzone z a1 + as + az + aq + ... .
Dodatkowo zawsze przyjmujemy > a; = 0.
i€

Podzbidér R, ktéry ostatecznie otrzymamy, to bedzie interesujacy

o0
nas zbiér osiagalny dla szeregu > a,.

n=1
Po zakonczeniu "nieformalnej” czesci dochodzimy do gléwnego
twierdzenia. To ze wzgledu na jego poprawnosé wprowadziliSmy
na samym poczatku ograniczenie dotyczace szeregow.

o0
Twierdzenie 8.13. Niech dany bedzie szereg rzeczywisty > an.

n=1
Szereg ten jest:

a) mocno rozbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy jego zbidr
osiggalny E(>" ay,) jest pélprostq domknietq,

b) potencjalnie wzglednie zbieiny wtedy i tylko wtedy, gdy

EQ an) =R,

¢) bezwzglednie zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy E(>_ ay,) jest
zbiorem ograniczonym w R.
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Drogi Banachu, a mozna tak ogdl-
niej? Czyli topologiczne kontrak-
cje i uogodlnione twierdzenie Ba-
nacha

Bartosz Kaminski

Politechnika ¥L.odzka

Wydzial Fizyki Technicznej, Informatyki i Matematyki
Stosowanej

9.1 Wstep

Celem tej pracy jest zapoznanie czytelnika z uogdlniong wer-
sja twierdzenie Banacha o punkcie stalym na przestrzenie T7,
zwarte, za pomoca topologicznych kontrakeji - klasy funkcji roz-
szerzajacej pojecie kontrakcji na przestrzenie topologiczne.

9.2 Pojecia wprowadzajace

Definicja 9.1. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Funk-
cje f: X — X nazywamy kontrakcja, jesli

EIC<1 vau,yEX d(f(l‘), f(y)) < c- d(a:,y)

Twierdzenie 9.2 (Banacha o punkcie stalym). Niech (X,d)
bedzie przestrzeniqg metryczng zupelng, natomiast f: X — X
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kontrakcjg. Wowczas f posiada jednoznaczny punkt staly tj.

Ha:*eX f(x*) = Tx.

Dowdd twierdzenia silnie polega na fakcie, iz przestrzen jest
metryczna, a w szczegdlnosci zupelna. Da sie jednak uzyskaé
podobny rezultat bez tak silnych zalozen.

9.3 Topologiczne kontrakcje

Ten podrozdzial poswiecony jest dwém réwnowaznym definicjom
topologicznych kontrakcji, intuicji zwiazanej z nazwaniem ich
kontrakcjami, oraz relacji z kontrakcjami lipschitzowskimi.

9.3.1 Pierwsza definicja, oraz intuicja

Definicja 9.3. Niech X bedzie przestrzenia topologiczng. Funk-
cje f: X — X nazwiemy topologiczng kontrakcja, jesli jest
domknieta oraz dla dowolnego pokrycia U = {U,: o € A}

Jnen Iren f[X] C Un.

Aby zobaczyé¢ kontraktywnos$é powyzszej definicji warto po-
stuzy¢ sie rysunkami.

X X
e S I
) f[<f[]X]]\\
(a) Pierwszy obraz (b) Drugi obraz prze-

przestrzeni strzeni

9.3.2 Zwiazek z kontrakcjami lipschitzowskimi

Zeby zrozumieé relacje miedzy zwyklymi kontrakcjami w prze-
strzeniach metrycznych, a topologicznymi kontrakcjami w prze-
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strzeniach topologicznych, potrzebujemy bardzo uzytecznego le-
matu.

Lemat 9.4 (Liczba Lebesque’a). Niech (X, d) bedzie zwartg prze-
strzenig metryczng. Jeslid = {Uy,...,U,} jest pokryciem X, to
istnieje taka liczba § > 0, Ze

VACX (dmm(A) <6 = EIiEN AC Ul)

Pozwoli nam on na udowodnienie ponizszego twierdzenia.
Moéwi ono o tym, ze w przestrzeniach metrycznych zwartych
kazda kontrakcja w klasycznym sensie jest réwniez topologicz-
na kontrakcja.

Twierdzenie 9.5. Niech (X,d) bedzie zwartq przestrzenig me-
tryczng. Wowczas, jesli f: X — X jest kontrakcjg, to jest topo-
logiczng kontrakcjg.

Dowdéd. Niech f: X — X bedzie kontrakcja, U pokryciem X,
natomiast § > 0 taka jak w tresci lematu .

Skoro X jest zwarta, to jest ograniczona, zatem
diam(X) = e > 0. Wiedzac, ze f jest kontrakcja,
diam(f"[X] < C™ - e. Wezmy zatem takie ng € N, ze
diam(f™[X]) < 6. Z lematu wiemy, ze istnieje takie i € N, ze
fm[X] cU,.

7 dowolnosci pokrycia, f jest topologiczna kontrakcja. Q.E.D.

9.3.3 Roéwnowazna definicja oraz przyktad

Uogdlnienie twierdzenia Banacha (9.2)) bedzie wymagalo réwno-
waznej definicji topologicznej kontrakeji, ktéra mimo mniejszej
intuicji jest bardziej uzyteczna w zastosowaniu.

Twierdzenie 9.6. Niech X bedzie Ty, zwarta. Wowczas
f: X = X jest topologiczng kontrakcjq wtw. gdy jest domknieta
oraz dla dowolnych dwéch x,y € X, x #y

Fnen (f*[X] C X\ {z}) v (F"[X] € X\ {y}).
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Dowdd tego twierdzenia zostanie pokazany pdzniej. Teraz zo-
stanie przedstawiony przyktad.

Przyklad 9.7. Niech X = {1:n e N} U{0,2,3} 2z metrykq
euklidesowq, oraz f: X — X bedzie nastepujgca:

_ ]2 xe{%:néN}
f(‘r)'_{& re{0,2,3)

W' oczywisty sposéb jest to topologiczna kontrakcja, poniewaZz
F21X] = {3} i jest domknicta, gdyz f[X] = {2,3}.
Co najwazniejsze nie jest ciagla. Istotnie

F(Jim ) =50 =372= i 7 (3).
9.4 Topologiczne twierdzenie Banacha
o punkcie stalym

Majac juz przygotowane odpowiednie narzedzia, mozemy udo-
wodni¢ nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 9.8. Niech X bedzie Ty, zwarta, natomiast
f: X — X bedzie topologiczng kontrakcjg. Wowczas f posiada
doktadnie jeden punkt staly.

Do dowodu uzyjemy réwnowaznej definicji topologicznej
kontrakcji.

Dowdd. Zauwazmy, ze ciag (f"[X]),, cxn
zbioréw domknietych. Wezmy zatem

K =) fxl.

neN

jest zstepujacym ciggiem

Z faktu, ze rodzina {f™[X]: n € N} ma wlasnosé¢ skoriczonych
przekrojow, K # ().
Pokazemy, ze K ma tylko jeden element x,.
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Istotnie gdyby istniaty takie dwa punkty z, oraz y., ze
Ty F Yx, OrazZ Ty, Ys € K, to z definicji K

VneN Tu, Yx € fn[X]

Jednak to jest sprzecznosé z definicja topologicznej kontr-
akcji, gdy wezmiemy za nasze punkty x, oraz y..

Oczywistym jest, ze x, jest punktem stalym, gdyz f(x,) € K,
zatem

fa) = ..

Zostaje nam pokazaé jednoznaczno$é¢ punktu statego. Niech
zx € X bedzie taki, ze f(z.) = z.. Wowczas z, € K, wiec
Ze = T Q.E.D.

Majac udowodnione to twierdzenie mozemy w koncu wrécic¢

do dowodu twierdzenia

Dowdéd. Pokazemy implikacje w dwie strony.

( =) Z zalozenia, ze X jest Ty, dla dowolnych dwéch punk-
tow z,y € X stworzymy pokrycie U, ktérego elementami sa zbio-
ry otwarte U takie, ze © ¢ U, albo y ¢ U.

(«<=) Niech U = {U,,: n € N} bedzie pokryciem X. Skorzy-
stamy z tego, ze dla funkcji spelniajacej te zalozenia, zachodzi
tres¢ topologicznego twierdzenia Banacha tj. f posiada do-
kladnie jeden punkt staly.

Niech zatem z, bedzie tym punktem. Wiemy, ze z,. € Uy,
dla pewnego ng € N. Naszym celem bedzie pokazanie, ze

Tren fFX] C Uy,

Zalézmy, ku sprzecznosci, ze takie k € N nie istnieje. Wow-
czas
N FXINU;, #0.
neN
W takim razie istnieje y € (), f"[X] N Uy, ktéry daje
sprzecznos¢ z zalozeniami, jesli wezmiemy za nasze punkty y
oraz Ty. Q.E.D.

97



Topologiczne kontrakcje i uogélnione twierdzenie Banacha

9.5 Kontraktywne IFS-y

Ta sekcja jest calkiem naturalng droga, w ktoéra mozna sie za-
glebi¢ wiedzac, ze twierdzenie Banacha ma swéj topologiczny
odpowiednik. Otéz teoria IFS-6w bardzo polega na twierdzeniu
Hutchinsona-Barnsleya, ktory natomiast opiera si¢ wiasnie na
twierdzeniu Banacha o punkcie statym.

Tym samym w tej czeSci powiemy o kontraktywnych IFS-
ach oraz o warunkach potrzebnych do posiadania jednoznaczne-
go atraktora.

9.5.1 IFS, hiperprzestrzen X, operator Hut-
chinsona

Definicja 9.9 (IFS). Niech X bedzie przestrzenia topologicz-
na, natomiast f;: X — X dla ¢ < n funkcjami domknietymi.
Woéwezas zbior F = {f1, fo, ..., fn} nazywamy IFS-em (Itera-
ted Function System).

Funkcje, ktore beda wchodzity w sktad IFS-a beda takie jak w
definicji, chyba, ze bedzie powiedziane inaczej. W ogdlnosci IFS
jest po prostu skonczonym zbiorem funkcji, u ktérych wymagamy
konkretnych wlasnosci (np. ciaglosci).

Definicja 9.10 (Hiperprzestrzen). Niech X bedzie przestrzenia
topologiczna. Przestrzen

K(X)={K C X: K # 0 oraz K jest zwarty}
z topologia Vietorisa generowana przez zbiory bazowe postaci
{K e K(X): KNU # 0},
{KeK(X): KCU}
dla U otwartego, nazywamy hiperprzestrzenia X.

Sama definicja nie jest az tak wazna, wieksza wartos¢ ma
dla nas to, ze hiperprzestrzen KC(X) przejmuje wiele wlasnosci
przestrzeni X.
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Stwierdzenie 9.11. Niech X bedzie Ty zwarta. Wowczas K(X)
jest T zwarta.

Definicja 9.12. Niech X bedzie przestrzeniag zwarta T; oraz
F=A{f1, f2,..., fn} bedzie IFS-em. Operatorem Hutchinso-
na generowanym przez JF nazywamy funkcje

F: K(X) = K(X) zdefiniowana wzorem

Definicje te sa podstawowymi zagadnieniami teorii IFS-éw,
ktorych przedstawienie i zrozumienie jest konieczne, aby zro-
zumie¢ wykorzystanie wczesniej udowodnionego topologicznego
twierdzenia Banacha o punkcie stalym.

9.5.2 Uzyteczne fakty teorii IFS-6w

W tym podrozdziale umieszczona zostala czeéé¢ faktéw owej teo-
rii, w celu poszerzenia wiedzy czytelnika w tym zakresie.

Stwierdzenie 9.13. Niech X bedzie polska. Wowczas K(X) jest
polska.

Metryka zupelna, ktéra mozna zadaé hiperprzestrzeni jest
miedzy innymi metryka Hausdorffa.

Stwierdzenie 9.14.

Niech X bedzie Ty zwarta oraz F = {f1, f2,..., fn} bedzie IFS-
em. Wowczas operator Hutchinsona generowany przez F ma punkt
staly.

Punkt staly operatora Hutchinsona generowanego przez F
nazywamy atraktorem.

Stwierdzenie 9.15. Niech X bedzie przestrzeniq metryczng oraz
F ={f1,f2,--, fnu} bedzie IFS-em skiadajgcym sie z kontrakeji
lipschitzowskich. Wowczas operator Hutchinsona F generowany
przez F jest kontrakcjq.
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Powyzsze fakty mozna podsumowaé w jednym zdaniu. Jesli
X ma jakas$ strukture, to JC rowniez ja bedzie mial, oraz jesli IFS
bedzie sie sktadal z funkcji danego typu, to operator Hutchinsona
réwniez bedzie funkcja takiego samego typu.

9.5.3 Kontraktywnosé w IFS-ach

Definicja 9.16.

Niech X bedzie T} zwarta. IFS F = {f1, fa,..., fn} nazwiemy
kontraktywnym, jesli dla dowolnego pokrycia

U = {U,: a € A} istnieje takie m € N, ze dla dowolnego uktad
indekséw (i1,...,4m), 1 < 4; < n zbidr f;, o---o f; [X] C U,,
dla pewnego Uy € U.

Majac ta definicje, dostajemy wazna wlasnosé operatora Hut-
chinsona.

Twierdzenie 9.17 (Jednoznacznosé atraktora). Niech X bedzie
Ty zwarta, oraz F bedzie kontraktywnym IFS-em. Jesli operator
Hutchinsona F generowany przez F jest domkniety, to F jest
topologiczng kontrakcjg na KC.

Powstaje nam naturalne pytanie, czy nie wystarczy, zeby IFS
sktadal sie z topologicznych kontrakcji, zeby samo F' réwniez nig
byto.

Okazuje sie, ze mimo tego, iz wiele wlasno$é przestrzeni oraz
funkcji wchodzacych w sktad IFS-u, przechodzg na odpowiednio
hiperprzestrzen i F', bycie topologiczna kontrakcja jest jednym z
wyjatkow od tej requly.

Bibliografia
[1] Michal Morayne, Robert Ratowski, The Baire theorem, an

analogue of the Banach fixed point theorem and attractors
in T}, compact spaces.
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Wigzka gléwna z powigzaniem gtéw-
nym, na przyktadzie sfery zanu-
rzonej w R?

Damian Kayzer
Uniwersytet Warszawski
Wydzial Fizyki

10.1 Wstep

Definicja wiazki gléwnej jest dos¢ zawila, lecz mozna ja zwiezle
- choé nieformalnie - podsumowaé¢ stowami: wiazka gléwna to
rozmaitosé z grupa przyklejona do kazdego jej punktu. Wiazke
gldéwna mozna wyposazy¢ w dodatkowa strukture - powiazanie
glowne, bedaca pewnym rozktadem przestrzeni stycznej do wiaz-
ki gléwnej na sume prosta. Pojecia te naturalnie pojawiaja sie
w geometrii rozniczkowej, a takze - co by¢ moze zaskakujace - w
fizyce. Okazuje sie, ze struktura wiazki gléwnej z powiazaniem
gltéwnym idealnie nadaje si¢ do modelowania takich zagadnien
fizycznych jak m.in. teorie pola z cechowaniem, czy faza geo-
metryczna. W niniejszym artykule przyjrzymy sie tym pojeciom
przez pryzmat przykladu wiazki baz ortonormalnych na sferze.

10.2 Definicja wigzki
Zaczniemy od ogdlniejszej definicji wigzki widknistej, a nastepnie

podamy definicje wiazki gléwnej jako wiazki wioknistej szczegdl-
nego typu.
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zanurzonej w R>

Definicja 10.1. Czwoérke (P, B, G, ) nazwiemy wigzka widk-
nista jesli spelnione sa warunki:

1. P, B, G sa gltadkimi rozmaitoSciami,
2. m: P — B jest gladka surjektywna submersja,
3. istnieje pokrycie {O;} rozmaitosci B i dyfeomorfizmy

T 77_1(02‘) — (/)z X G,

4. przemienny jest diagram

gdzie pr; jest projekcja na pierwszy sktadnik.

Rozmaitoéci P, B, G nazywamy kolejno: przestrzenia total-
na, baza i witéknem typowym wiazki, a 7 rzutem na ba-
ze. Niech b € B. Wiéknem nad b nazywamy zbiér 7= 1(b).
Zwroémy uwage, ze widkno nad b jest dyfeomorficzne z G. Z
tego powodu interpretujemy przestrzen totalna jako sume wlo-
kien typowych poprzyklejanych do kazdego punktu bazy. Pod-
stawowym przykladem wiazki gléwnej jest wigzka trywialna
(BxG, B,G,pr1). Warunek 3. wyraza, ze wiazka widknista lokal-
nie wyglada jak wiazka trywialna, dlatego 7; nazywaé bedziemy
lokalnymi trywializacjami.

Definicja 10.2. Wiazke wldknista nazwiemy wiazka gléwna
ilekro¢

1. G jest grupa Liego,

2. okreslone jest dzialanie r : P x G — P - gladkie, wolne i
przechodnie w obcieciu do widkna,
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3. dziatanie nie wyprowadza poza witdkno, tj.

PxG—— P

P——B
4. lokalne trywializacje sa G - ekwiwariatne, tj.

7r‘1((’)z-) x G —— w‘l(Oi)

Ti Xidcl Ti

O, xGxG@— B
ld@iXR

gdzie R(g,h) = gh.

10.3 Przyklad wigzki nad sferg

Rozwazmy sfere S? jako rozmaitoéé zanurzong w R3. Niech (-|-)
oznacza standardowy iloczyn skalarny, a x iloczyn wektorowy.
Przestrzen styczna mozemy zapisaé jako

T,S? = Span(n)* = {v € R?: (v|n) = 0},

Powiemy, ze baza (vi,v2) jest zorientowana na zewnatrz, jesli
V1 X Vg = N.

o

3

Rysunek 10.1
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zanurzonej w R>

Wiéknem nad n bedzie zbiér P,, zorientowanych na zewnatrz baz
ortonormalnych przestrzeni T,,52, a przestrzenia totalna wigzki

P= |_| P,.

nes?

Elementami P sa tréjki wektoréw (vy,vq,n). Taka tréjke moze-
my traktowac jak macierz 3 x 3. Poniewaz wektory te sa ortogo-
nalne, to (vy,v2,n) € SO(3). Latwo si¢ przekonaé, ze P = SO(3).
Rzutem na baze bedzie 7(v1,v2,n) = n.

Na SO(3) dziala grupa SO(2) obracajac baze wokét punktu
zaczepienia, co mozna zapisa¢ wzorem jako:

TAW ('U17 V2, n) = ('Ul, V2, n)RZ (‘P)a
gdzie

. cos(¢) —sin(p) 0
_ [ cosly) —sin(y) _ | cosley s
Ao =1 Gin(p) cos(p) | (9= éw) O(sO) (1)

Niech (O, z*) bedzie ukladem wspéhrzednych na S2, induku-
je on baze (0,:). Baze te mozemy - stosujac algorytm Grama-
Schmidta - zortonomalizowaé¢, oznaczmy wynik tej procedury
przez (e;). Rozkladajac w ostatniej bazie wektory vy, vy dostaje-
my lokalng trywializacje:

T(v1,v2,n) = T(er + Pea,yer + deg,n) =
_ (n{g H)e@xSO(z).

Latwo mozna sprawdzié, ze (SO(3), S?, 7, SO(2)) spetnia defini-
cje wiazki gltéwnej.

10.4 Definicja powigzania

Pojecie powiazania mozna zdefiniowaé¢ na wiele réwnowaznych
sposobéw, my zrobimy to w duchu tzw. powiazania Ehresmanna.
Ponownie podamy ogoélna definicje powigzania na wiazce wlok-

nistej, a dalej wyspecjalizujemy sie do wiazki gltéwnej.
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Definicja 10.3. Niech (P, B, G, 7) bedzie wiazka wldknista. Pod-
wigzka pionowg nazywamy zbior

VP = ker Tm.

Powigzaniem Ehresmanna lub podwigzka horyzontalng
H nazywamy dowolne dopelnienie podwiazki pionowej do calej
wiazki stycznej:

TP=VP®pH. (10.1)

Niech (P, B, G, ) bedzie wiazka gléwna. Powiazanie Ehresman-
na nazwiemy gtéwnym ilekroé jest niezmiennicze na dzialanie
grupy. tj.:

V(p,g) € P x G: Typry(Hy) = Hy ()

Kilka stéw wyjasnienia: podwiazke pionowa mozna rozumieé
jako zbiér tych wektoréw, ktoére sa styczne do widkien. Wyste-
pujace w rownaniu |10.1| wyrazy sa wiazkami wektorowymi, czyli
wigzkami wldknistymi ktorych widkna sa przestrzeniami wek-
torowymi. Suma prosta takich wiazek nazywamy wiazke, ktorej
wldkna sa sumami prostymi wldkien sktadnikow.

Rysunek 10.2: zaczerpnieto z [3]. Krzywe P, i P, przedstawiaja
wiokna nad z i y, V,, i V, - przestrzenie pionowe zaczepione w
punktach p € P,,q € Py, a Hy, i H, - dopelniajace je przestrzenie
horyzontalne.
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Opiszemy teraz kilka poje¢ pochodnych od powiagzania gtéw-
nego. Niech p € P i n := m(p). Odwzorowanie styczne
Tym: T,P—=T,B
jest surjekcja, wiec istnieje izomorfizm

() T,B — H,,

okreslony wzorem Tpm o (-)! = idr, p. Bedziemy nazywaé go
podniesieniem horyzontalnym.

7Z teorii grup Liego wiemy, ze wiazka styczna do grupy Liego
jest trywialna: TG ~ G x g, gdzie g jest algebra Liego grupy
Liego. Fakt ten mozna uogélnié¢ do stwierdzenia: podwiazka pio-
nowa wiazki gléwnej jest trywialna - VP ~ P x g. Wobec tego
rzut na VP wzdtuz H indukuje 1-forme 6 o wartosciach w g, na-
zywaé ja bedziemy 1-formg powigzania. Niech X,Y € T,P.
Rozl6zmy je na cze$¢ pionowa i cze$é pozioma:

X=XxH4xV vyv=v"4yV
Definiujemy krzywizne powigzania jako

QX,Y)=do(xH,YH).

10.5 Przykltad powigzania

Przestrzen styczna do przestrzeni totalnej naszej wiazki to
TP ~ P x 50(3).
Algebra Liego (s0(3), [, *]) jest izomorficzna z algebra Liego (R3, x):

0 -z
X = z 0
—y =z

T
sy | =X

z

o 8w

Wektor X € T, P jest styczny do krzywej t — exp(tX)p oraz
mamy

m(exp(tX)p) = 7 (exp(tX)vy, exp(tX)vq, exp(tX)n) = exp(tX)n.
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Zatem
Tr(X) —Xn=X xn.

Stad podwiazka pionowa ma postaé
V,P = {? ERY: X xn= 0} = Span(n).
Powiazanie Ehresmanna wybieramy nastepujaco
H, := Span(n)™*.
Sprawdzmy, ze wybrane powiazanie jest gtéwne.
d
TprA¢ (p7 X) = di TAW (exp(tX)p) =
tli=o
d
= 5| exp(tX)pR.(p) =
t=0
d

= 5 . exp(tX)ra,(p) = (TA¢ () X) )

zatem Tr4 nie zmienia X, a poniewaz 7 (’I“ASO (p)) =7(p) =n,
to
Tpra,(Hy) = Span(n)* = H,, )
Podniesienie horyzontalne ma postac
(U)Z =nXv
dla v € T,,52, poniewaz

T,m ((v)z) = (n xv) x n=v(n|n) —n(njv) = v.

Forma koneksji #: TP ~ P x s0(3) — s0(2) ~ R to rzutowa-
nie wektora na prosta Span(n):

6(p. X) = (X|n).
7Z kolei krzywizna koneksji to
QX,Y) = do(xH yH)
XAy™)) =y (o(x™)) —o(x", v

S OIS CINE 2 A
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Podniesienie horyzontalne jest izomorfizmem T,,5% ~ H,, wiec Q
zstepuje do 2-formy na przestrzeni bazowej S2: dla v, w € T,5?
mamy

Q (o), wl) == ((nxv) x (nxw)ln) = — (v x wn).

Bibliografia
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11.1 Motywacja i cel

Celem tego artykulu jest wprowadzenie czytelnika w podstawy
teorii grup Liego poprzez zobrazowanie ich uzytecznosci w wielu
réznych dzialach nauki. Grupy Liego znalazly swoje zastosowanie
w nastepujacych obszarach:

mechanika kwantowa — teoria reprezentacji rozwazanych
symetrii modelowanych przez grupy Liego [1],

fizyka wysokich energii — klasyfikacja multipletéw czastek
za pomocy reprezentacji odpowiednich grup [2],

oddzialywania fundamentalne — opis przez teorie z cecho-
waniem, zawierajace wiazki gléwne grup Liego na czaso-
przestrzenia (chromodynamika kwantowa, teoria elektro-
staba, grawitacja) [3]

mechanika klasyczna — redukcja symplektyczna ukladéw,
wplyw topologii przestrzeni konfiguracyjnej na dynamike
uktadu (np. bryly sztywnej, podwdjnego wahadla) [4] [5]

hydrodynamika [6] [7], robotyka (teoria sterowania [8]), ...
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Nie bedzie to jednak wprowadzenie o $cisle okreslonej logicznej
strukturze. To co chcialbym zrobi¢ to daé¢ czytelnikowi moty-
wacje do zglebienia tego tematu samemu zapewniajac mu wiele
ciekawych przykladéw oraz bogata bibliografie na temat poru-
szonych zagadnien. Godnym zauwazenia jest fakt, ze czesto sama
nietrywialna topologia rozwazanej grupy ma nietrywialne kon-
sekwencje. Przykladem moze by¢ istnienie fermionéw oraz sta-
bilnosé atomoéw wielopowlokowych jaka to pocigga za sobg. W
dalszej czedci zostanie omowiona konstrukcja wiazki Hopfa, kto-
ra wystepuje w ogromnej liczbie zastosowan, a takze jest dos¢
prosta do zrozumienia oraz posiada niestychane geometryczne
piekno.

11.2 Definicja i przyklady

Definicja 11.1. Grupa Liego to grupa bedaca rozmaitoécia
gladka, w ktérej dzialanie i branie odwrotnoéci jest gladkie (por.
[10]).

Poprzez powyzsze stwierdzenie rozumiemy, ze grupa Liego
to zbiér z dwoma zgodnymi strukturami. Od teraz znakiem =~
bedziemy oznaczaé relacje homeomorficznosci. Ponizej przyklady
macierzowych grup Liego:

Przyklad 11.2. Grupa trywialna {e} z topologiq dyskretng spel-
nia powyzszq definicje

Przyktad 11.3. Okrgg jednostkowy na plaszczyinie:
U(1) :={e" : 0 € [0,2n[} ~ S™. (11.1)
Przyklad 11.4. Petna grupa liniowa:
GL(N,R) := {A € MatyxnyR : det A # 0}. (11.2)
Przyktad 11.5. Specjalna grupa liniowa:
SL(N,R) = {4 € GL(N,R) : det A = 1}. (11.3)
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Ciekawostka 11.6. Grupa SL(2,R) jest homeomorficzna z pel-
nym torusem S' x D2,

Przyktad 11.7. Specjalna grupa ortogonalna:
SO(N) :={A € SL(N,R) : AT = A7}, (11.4)

Widzimy, ze SO(2) ~ U(1). Pierwszy nietrywialny fakt, jaki
bedziemy chcieli oméwié to:

Stwierdzenie 11.8. Zachodzi homeomorfizm: SO(3) ~ RP?
[kids]/.

Grupa SO(3) to grupa obrotéw w trzech wymiarach. Do opi-
su kazdego takiego obrotu wystarczy podaé jego o§ oraz kat.
Niech (6,¢) € S? parametryzuja o obrotu (wraz z orientacja),
za$ niech a € [0, 7] bedzie katem obrotu zgodnie z naturalng
orientacja wyznaczana przez zwrot osi. Niech

n =sinfcos¢ ex +sinfsin¢g ey, + cosf e, (11.5)

bedzie wektorem jednostkowym w kierunku punktu (0, ¢) € S2.
Widzimy, ze zbiér o elementach postaci x = an € R? jest kula
o promieniu 7. Jednakze nie jest to jeszcze zbiér wszystkich ob-
rotow. Obrét o kat a = m w jednym kierunku jest réwnowazny
obrotowi o ten sam kat w kierunku przeciwnym. Aby uzyska-
ny zbiér byl homeomorficzny z SO(N) nalezy zatem utozsamié
ze sobg punkty antypodalne na sferze S? bedacej jego brzegiem.
Kula z utozsamionymi antypodami to jedno z przedstawien prze-
strzeni rzutowej RP®  Q.E.D..

Przyktad 11.9. Specjalna grupa unitarna:
SU(N) = {U € Matyxnc:detU =1, U' =U"1}.  (11.6)

Grupy te sg bardzo istotne w mechanice kwantowej, bowiem
zazwyczaj gdy chcemy opisaé uktad posiadajacy N standéw zacho-
wujacych sie tak samo ze wzgledu na jakie$ oddzialywanie, sys-
tem ma symetrie SU(N). Przykladami tego sa chromodynamika
kwantowa z grupa symetrii SU(3) stowarzyszona z istnieniem 3
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koloréw kwarkéw czy symetria SU(2) oddzialywania protonéw i
neutronéw [2]. W szczegdlnosci grupa SU(2) ma ogromne zna-
czenie w zastosowaniach.

Stwierdzenie 11.10. Zachodzi homeomorfizm SU(2) ~ S3. Ze
wzgledu na fakt, ze S jest uniwersalnym nakryciem RP? zachodzi
takze izomorfizm [10]:
SU(2)
{L _I}
Dowolna macierz unitarna jest macierza przejécia miedzy dwo-
ma bazami ortonormalnymi. Zatem jej kolumny stanowia wek-
tory ortonormalne ze wzgledu na standardowy iloczyn skalarny
na CV dany wzorem (u,v) = Ef\il ufv;. Dowolna macierz SU(2)
mozna sparametryzowaé przez «, § € C jako:

U= [g Oﬂ , (11.8)

gdzie parametry spelniaja réwnanie:

~ SO(3). (11.7)

detU = |a|?> +|B8)* = 1. (11.9)

Jest ono réwnaniem definiujacym sfere S c R* ~ C2, co
chcielidmy pokazaé¢. Dla czytelnikow zaznajomionych z teoria
kwaternionéw moze okazac¢ sie znajoma

Uwaga 11.11. Odwzorowanie ® : H — SU(2) liniowe, takie,
ze ®(1) =1, (i) = io,, (j) = oy, ®(k) = io, indukuje izo-
morfizm grupy jednostkowych kwaterniondw (z mnozeniem jako
dzialaniem) z SU(2).

Fakt 11.12. Kuwaterniony jednostkowe reprezentujg obroty w R3
w nastepujgcy sposéb. Zapiszmy wektor v € R w bazie (i,j, k)
i oznaczmy go przez v € H. Wtedy kazde q € H, ||q|| = 1 re-
prezentuje pewien obrét Rq : v — qvq~!l. Ponadto, kazdy obrét
R € S0(3) da sie otrzymad w ten sposéb na dokladnie dwa spo-
soby za pomocq dokladnie dwich kwaterniondw jednostkowych,
pewnego q oraz —q.

W ten sposéb ustanowiliSmy izomorfizm
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11.3 Rozwldéknienie Hopfa

Powyzsze odwzorowanie pozwala przyporzadkowaé kazdemu ele-
mentowi SU(2) o obrotu oraz kat obrotu. Odwzorowanie to jest
2:1. Okazuje, sie, ze jezeli kazdemu elementowi SU(2) przypisze-
my kat obrotu nie z przedziatu [0, 7] a [0, 27] to wtedy przypo-
rzadkowanie to jest jednoznaczne. Mozna to przyporzadkowanie
rozumieé¢ jako konstrukcje pewnej nietrywialnej wiazki wiékni-

stej 81 — S3 582 Konstrukcje te mozna przeprowadzi¢ na-
stepujaco [11]:

Rozwazmy S3 C R* ~ C2.

Ustalmy pewna plaszczyzne przechodzaca przez $rodek ukla-
du wspétrzednych tzn. prosta zespolong X = {(z,w) € C?:
Az + Bw = 0}, gdzie A, B € C.

Przecieciami tych prostych zespolonych ze sfera sa jej okre-
gi wielkie.

Zbiér wszystkich prostych zespolonych przechodzacych przez
(0,0) parametryzowany jest wspéirzednymi jednorodnymi
[A : B] a zatem jest zespolona prosta rzutows CP' ~ §2.

Zatem mozemy zdefiniowaé rzutowanie 7 takie, ze kazde-
mu punktowi z S® przyporzadkowuje odpowiednig prosta
z CP', na ktérej lezy. Z powyzszych rozwazan wynika, ze

7 ({(z,w)}) = S

Powyzsza wiazka pojawia sie¢ w wielu zastosowaniach od in-
formacji kwantowej przez opis pél spinorowych, ogdlna teorie
wzglednodci [12], modelowanie braionéw [13], mechanike bakéw
[5] po (magneto)hydrodynamike [6].

Fakt 11.13. PowyZsza konstrukcja daje sie zastosowac do wszyst-
kich skoniczenie wymiarowych algebr z dzieleniem nad R (czyli R,
C, H, O). Daje to wigzki postaci:

R R (11.10)

dlan=1,2,4,8.
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Ciekawostka 11.14. Podobne wiqzki istniejg dla innych grup
SU(N):
SU(N — 1) < SU(N) = §2N-1, (11.11)

Rozwazmy rzutowanie 7 : SU(N) — S2V =1 ktére kazdej ma-
cierzy przyporzadkowuje jej pierwsza kolumne, ktéra interpretu-
jemy potem jako element RN ktéry spelnia warunek unormo-
wania do jednoéci. Rozwazmy wiékno 7=1({(1,0,...,0)}). Latwo
zauwazy¢, ze z warunku ortogonalnoscei kolumn macierzy SU(N)
wynika, ze to wiékno jest homeomorficzne z SU(N —1). Z syme-
trii mozna pokazaé, ze tak wyglada kazde wldkno, wigc mamy
wiazke opisana powyzej.

11.4 Algebry Liego

Grupy Liego sa obiektami geometrycznymi, jednak ze wzgledu na
strukture grupowa wykazuja wlasnosci, ktore pozwalajg sie bar-
dzo duzo o nich dowiedzie¢ za pomoca badania ich w otoczeniu
elementu neutralnego. Dlatego umotywowana jest nastepujaca
definicja.

Definicja 11.15. Algebra Liego g macierzowej grupy Liego G
to przestrzen styczna do grupy w elemencie neutralnym g = T.G
wyposazona w dzialanie zwane nawiasem Liego zdefiniowane
nastepujaco:

[X,Y]:=XY -YX, (11.12)

gdzie X,Y € g, za$ iloczyn jest iloczynem macierzy.

Aby uogdlni¢ te definicje na przypadek grup Liego, ktére nie-

koniecznie sg macierzowe a jednoczesnie nadaé¢ nawiasowi Liego
sens geometryczny, bedziemy musieli poshuzy¢ sie pojeciami geo-
metrii rézniczkowej.
Definicja 11.16. Polem wektorowym lewoniezmienniczym
na grupie Liego G nazywamy pole wektorowe X, takie ze jezeli
dla pewnej krzywej v : R — G przechodzacej przez poczatek
ukladu wspétrzednych X (e) = v/(0) € g, to X(g9) = (9 -7)'(0)
[kir].
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Innymi stowy X(g) = (Lg)«X(e) jest pchnieciem wektora
X (0) wzgledem lewego dzialania grupy na sobie.

Definicja 11.17. Potokiem pola wektorowego X na rozma-
itosci M nazywamy odwzorowanie ®x : R — M, takie ze:

d

ah:s@f{ = X(®X). (11.13)

Co prowadzi nas do geometrycznej definicji nawiasu Liego dla
pol wektorowych na dowolnej rozmaitosci.

Definicja 11.18. Nawias Liego p6l wektorowych X oraz Y w
punkcie p to [X,Y](p) := %|S:0+ap(s), gdzie:

ap(t?) = @Y, 0 d%, 0 ®) 0 &)F (11.14)
oraz zachodzi warunek poczatkowych ®F = &} = p.

Czyli nawias Liego to komutator infinitezymalnych przepty-
wéw pol wektorowych [7] [13]. Stosujac powyzsza definicje do p6l
wektorowych lewoniezmienniczych uzyskanych przez pchnigcia
wektorow X, Yy € g uzyskamy pole wektorowe, ktore w punk-
cie p = e da nam dzialanie dwuargumentowe na algebrze Liego.
Mozna pokazacé, ze ta uogélniona definicja zgadza sie z definicja
dla grup macierzowych.

Warto zauwazy¢, ze do zdefiniowania nawiasu Liego jako dzia-
lania w algebrze Liego jest nam potrzebna znajomos$¢ pél wek-
torowych w pewnym otoczeniu elementu neutralnego a te uzy-
skujemy poprzez warunek lewoniezmienniczosci pol.

Algebre Liego mozna takze zdefiniowaé abstrakcyjnie (w ode-
rwaniu od konkretnej grupy) jako przestrzen wektorowa z dwuli-
niowym dzialaniem antysymetrycznym spelniajacym tozsamosc
Jacobiego.

Mozemy klasyfikowaé grupy Liego za pomoca klasyfikacji ich
algebr, dzigki nastepujacemu twierdzeniu.

Twierdzenie 11.19. Dla dowolnej algebry Liego g wystepuje, z
doktadnoscig do izomorfizmu, doktanie jedna, jednospéjna grupa
Liego G, taka ze g =T.G. [1]
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Przyklad 11.20. Grupa SO(3) ma algebre Liego izomorficzng
do algebry Liego grupy SU(2) dang przez su(2) := span{oy,0y,0,}.
Wiemy, ze SU(2) ~ S? jest jednospdjna i pokrywa SO(3), co ob-
razuje powyzsze twierdzenie.

11.5 Podsumowanie i podziekowania

W powyzszej dyskusji oméwiliSmy grupy oraz algebry Liego wraz
z ich zastosowaniami. Zainteresowanemu czytelnikowi polecamy
zglebienie podanej literatury w szczegélnosei [1].

Bardzo dzigkuje Mateuszowi Kulejewskiemu oraz Bartoszowi
Prechowi za pomoc w korekcie, jak réwniez Tymonowi Frelikowi
za liczne i pomocne uwagi merytoryczne.
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Wydzial Matematyki i Informatyki

Introduction : logic R

Logic is the science of correct entailment. It is considered that
entailment is correct when the conclusion follows from the pre-
mises, so entailment is the most important concept in logic. It
is assumed that the succedent B follows from the antecedent A
if there is a relationship between the antecedent and the succe-
dent, i.e. When A is a substitution in the antecedent of a logical
law in the form of an implication, and B is a substitution in its
succedent. However, there are logical laws in classical logic, i.e.
pA-p—q,p— (g —p),p— (¢ — ¢) which are non-intuitive,
so it is questioned whether they should be the basis of the result.
Hence attempts to find a formal logic that does not contain such
controversial implications.

An example of such logic is relevance logic.

Relevance logic is an attempt to reconstruct colloquial language.
Classical logic seems to be too strong in colloquial inference, as
it has various logical laws or rules of inference that provide us
with paradoxical sentences.

Relevant logic R (from relevant — significant, important) appe-
ared in 1975; it was described by A.R. Anderson and N. Belnap.
A weaker version of this logic was the logic E (from entailment
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logic), and the strengthening of R was the logic RM. The logics
R and E particularly satisfied the principle of relevance.
Relevance logic is intended to be an attempt to formally define
the concept of entailment.
The intuition: between the antecedent of an implication and the
succedent we must have some content relationship. This connec-
tion cannot be just that the underneath we have just an impli-
cation.
Counterexample is Duns Scotus’ law. Numerous critics have re-
cognized that classical logic does not describe the entailment
correctly.
There have been attempts to find a logic that would omit certain
laws that are considered paradoxical, i.e. Duns Scotus’ law, the
contrapositive law, etc. One of these attempts, which is widely
regarded as successful, is the logic of R.
The concept of proof is as usual by means of the concept of
consequences.
The theorems of this logic are all that we get from these axioms
by means of the notion of proof and rules.

Axioms for R:

AL ¢ = ((0 =) = ¥),

A2. ¢ — ¢,

A3. (¢ =) = (b = x) = (6 = X)),
Ad (¢ = (¢ =) = (¢ — ),

A5. pANY — ¢,

A6. ¢ A tp— 1),

A7 (6= P)A (= x) = (6 —= P AY),
A8. ¢ — ¢V,

A9. Y — VY,

Al10. (= x)NA (W = x) = (6V Y —=X),
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ALl (oA (VX)) = (@AY)VX),
Al2. (¢ = ) = (¥ = —9),

A13. =—¢ — ¢.

Rules:

(MP) Modus Ponens

b=, ¢

()

(DK) The conjunction rule

b, ¢
¢NY

(DK)

— is a connective in the first four axioms. With this set of axioms,
we will not be able to prove the contrapositive law, Duns Scotus’
law and others considered paradoxical.

The basic property that can be proved in R logic is that the im-
plications that occur there have the same variable in antecedent
and succedent. Which means that Duns Scotus’ law is false.

If we take implicational version of Duns Scotus’ law

(ma — (a — b)), then we will get classical logic. But conjunctio-
nal one (a A —a — b) is the best choice.

The undecidability of the R system was proven by A. Urquhart
in 1984, but this does not mean that we cannot prove theorems
in this calculus. In my bachelor’s thesis from 2021, I described
F. Fitch’s method, which was elaborated in detail by M. Tokarz.
This method is similar to classical natural deduction.

Now we will move on to the semantics of logic R.
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Matrix semantics

There are two semantics (relational and algebraical) that give
the completeness theorem. In the case of R logic, this will be the
matrix semantics.

Matrices are theorems that, for any valuation, are included in
the set of distinguished elements.

An extreme example is classical logic, where everything is in 1.
One of the prominent representatives of this discipline, Robert
Meyer, asked the question what would happen if Duns Scotus’
law was added to R and if we add Duns Scotus we would get
classical logic.

Despite people’s surprise, we don’t get classical logic.
Relational semantics (U, P, R, g), where U is universe, P- set of
distinguished elements, relation R, function of negation g. The
relation R has additional properties, which we will now omit.

Theorem 1 (The (weak) completeness theorem of R).

The (weak) completeness theorem of R logic has the following
form
Fr¢ <= for any Cr—matriz (A, V4) and for any valuation
h, h(¢) € V4.

Theorem 2 (The completeness theorem of R logic).
Fr ¢ <= for any R-structure A = (U, R,g,{0}), for
any vaulation V' over this structure, 0 = ¢.

RK logic

The algebraic semantics are the same as for R logic.

We define the implication as follows: (x — y) € VAo < x <y,
where V 5 is set of distinguished elements.

RK logic is logic R + axiom Duns Scotus.

RK logic is superlogic of R logic. Formulas which are not the-
orems can be added to RK logic so as not to get classical logic.
The aim is to find the maximum extension of RK logic that is
not classical logic.
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In logic R, we have a structure (U, R, g, P, <), where U is the
universe (U # 0), R is three-argument relation (R C U xU x U),
P is set of distinguished elements (P C U). Function g is identity
function, so it can be omitted from the structure notation, < is
reflexive and transitive.

This RK logic is complete when taking only one distinguished
element.

Finally, RK logic has a structure of the form (U, R, 0), omitting
the relation < and function g from the notation.

A consequence of the fact that the function g is an identity is
that the relation R is “totally symmetric”. If P = {0}, then < is
diagonal.

Definition 1 (RK-space).

K = (U,R,0) is called RK-space, if 0 is distinguished ele-
ment and R is three-argument relation R of set U, which satisfies
the four azioms:

1. R(0,a,b) < a =0,
R(a, a7 a)’
R(a,b,c¢) = R(b,a,c) A R(a,c,b) (totally symmetric),

R(a,b,0) A R(c,d,e) = 3f(R(a,d, f) AR(f,b,c)) (pseudo-
Pasch axiom).

e e

RK relevance logic : lattice of extensions

Logic is located between classical logic and R logic. The question
is how many extensions does each such considered logic have? We
will address the answer to the question for RK logic. What are
the largest extensions of RK logic that are not classical logic?

Conclusion 1. FEach extension of the logic R uniquely corre-
sponds to a certain variety of R-algebras.

Based on this, one can observe that ”"the more algebras, the fewer
theorems.” And we are looking for the smallest algebras.
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Thus, the greatest logics correspond to the smallest varieties.
Therefore, to find the largest extensions of the logic RK, one
must find the smallest subvarieties of the RK-variety.

R and RK logics are determined by a certain variety. The su-
perlogics of R logic are subvariety of R-variety.

Our R-algebra is (A, V 4), where V4 C A is the set of distingu-
ished values, i.e., the elements that determine tautology.

In the R-variety, there are exactly three minimal R-algebras.
To find the upper part of the lattice of extensions, we will use
subdirectly irreducible algebras.

Conclusion 2. The models of the relevant logic RK are Boolean
algebras, that is, distributive lattices with 1 and 0 along with
complement. Thus, x — y # -z Uy.

The largest nontrivial extension of the logic RK is classical lo-
gic. We will call R-logics that are directly below the logic L(2)
premaximal.
Since RK is an extension of the logic R, the lattice of extensions
of RK is a sublattice of the extensions of R. Among the pre-
maximal extensions of the logic R, only the third one is also an
extension of RK because its lattice is a Boolean algebra.
Notation:
Instead of listing all triples that are variations of a given triple
(z,y, z) we write (z,v,2)°. So (a,1,1)° to
{(a,1,1),(1,a,1),(1,1,a)}.
The only premaximal extension of the logic RK is the logic L(4).
Now, with the author’s permission, we will reference the unpu-
blished results of K. Swirydowicz concerning the classification of
infinite countable RK-spaces with one distinguished element.
We will assume that each of the relations R considered below in
the space (U, R,0) contains all triples (z,x,z) and (0,z,z) for
allz e U.
1. Totally space, TOT. Relation R in (U, R,0) is total, i.e.
every element z # 0 is connected with all pair (z,y), or:
R=U xU xU)={(x,y,2):x,y,z2 € U'}.
2. Completeness binary space B*¥Y. Completeness binary
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relation is relation R C (U’ x U’ xU’); our R is the smallest rela-
tion containing every triple (x,y,y). Completeness binary space
fulfills the condition:

if © # y, then (z,z,y) € R and (y,y,z) € R.

3. First weak binary space Bj;¥ We will show that there are
spaces satisfying the condition

if  # y, then (z,2,y) € R or (y,y,z) € R.

Word ”or” means that only one of the triples (z,x,y), (y,y,x)
belong to R.

Relation R; will be defined as the smallest relation consisting of
triples

(n,n+kn+k),k=>0.

Relation R in first weak binary space we will define as the smal-
lest relation containing the relation Ry and every triples (0,7, n)
for all n € U, where 0 is distinguished element.

4. Second weak binary space BjY. Second weak binary spa-
ce forms every triples of the forms (n+k,n+k,n), k > 0. These
are the triples lying at the bottom under the diagonal composed
of triples (n,n,n).

Lemma 1. Infinite spaces Bi>Yand By Y are not isomorphic.
But finite spaces BiY and By,." are isomorphic.

5. Unitary space S'% ie. 1 Let Ry = (U x U’ x {1}) =
{(1,2,y) : ,y € U'}; in unitary space R = Ry U{(z,z,2) : x €
UtUu{(a,z,2): 2 € U}.

Fact 1. Unitary space (U, R,0) is RK-space.

An important property of the unitary space is informed by the
following lemma; R; denotes here the relation defining the uni-
tary space.

Lemma 2. Let S C U’ x U' x U will be an arbitrary set of
triples. If R = Ry U S, then structure (U, R,a) is RK -space.

Therefore: Adding to the R; relation defining the unitary space
of any set of triples gives us RK-space. So, for example, preta-
bular RK-spaces will be spaces that we will briefly denote by
14+ B0OY) 14 B2V and 1 4+ BJY.
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Theorem 3. FEvery infinite RK -space is isomorphic to one of
the spaces described above.

In particular, the proof consists of painstakingly showing that
the triples of space B**Y, Bi2Y, By ¥ satisfy the pseudoPasch
axiom, and further, showing that morphic images of space B**Y,
B:7Y, ByY supplemented by additional triples (which do not
form a unitary space or give a total relation) are spaces of B**Y,

TTY Ty
BY By, -

We will now use the results for infinite RK-structures. Clear-
ly, among finite structures, all the types of structures described
above will appear, but it is necessary to check whether there are
other structures, and also which of the n-power structures have
morphic images of powers less than n.

We have described above the structure of power 2, i.e. the struc-
ture of a, 1, R, a. Let’s move on to higher power structures.

We will check with two examples whether they are RK-space:

1) Bﬁp-‘,—l = {D7 (1a la 2)7 (17 1a 3)7
(2,2,1),(3,3,1),(1,2,3),(2,2,3)}
We do not need to proof that Bﬁp 11 is RK-space, because
based on a theorem that says that if we have a space with
a singular space, it is a RK-space.
Let’s now check the morphic images (and possibly which

ones).

(i) We connect elements 1 with 3. We get B r,
(ii) Likewise B3,y we get by connect 2 with 3.

Thus Bﬁp 11 we have two morphic images.

So By, 1 lies under B} .

2) Bip+(3,3,1) = {D> (17 17 2)7 (17 17 3)7 (27 Qv 3)a (37 37 1)}
We know that Bﬁp is RK space, so it is enough to check if

the pseudoPasch axiom is fulfilled for (3,3,1).

1 1 3 3 [ 0] 3
T T =

2 3 2 1
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We do not have t, which fulfilled pseudoPasch axiom.

So Bip+(3 3,1) is not RK-structure .

Fact 2. So, we have 10 RK-spaces:

4 4 4 4 4 4
Bmmy} BTOT7 Bﬁp} Bup+17 Bup+(2,2,1)’ Bup+(3,3,2)7 11my7
17 IE 1

1zy+(2,2,3)7 “lzy+(3,3,2)7 ~lay+(3,3,2)+(2,2,3)"

We will see RK-spaces in the diagram.

L(2)

&

L) TOT

L@
@ @) L@y Tor
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Aerodynamika lotu samolotu

Adrianna Smolinska

Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu
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Wydziat Fizyki i Astronomii

13.1 Obrys i geometria skrzydia

Samolotem nazwiemy ciezszy od powietrza statek powietrzny,
napedzany silnikiem lub silnikami, uzyskujacy sile nosna w lo-
cie na skutek zjawisk aerodynamicznych wystepujacych gtéwnie
na jego powierzchniach pozostajacych w ustalonym od kadtuba
polozeniu. Statek powietrzny jest dowolnym urzadzeniem prze-
znaczonym do przenoszenia oséb lub rzeczy w przestrzeni po-
wietrznej, zdolnym do unoszenia sie na skutek wzajemnego od-
dziatywania konstrukcji oraz powietrza bez réwnoczesnego od-
dziatywania tego powietrza na powierzchnie ziemi lub wody.

SILA [ NOSNA

SILA CIAGU SILY OPORU

JA®JDDE\DDDBD

SILA | CIEZKOSC
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Istnieje wiele kryteriéw pozwalajacych na klasyfikacje samolo-
tow. Dzielimy je np. pod wzgledem przeznaczenia, konstrukcji
i napedu, wielkosci, liczby silnikéw, liczby miejsc, technologii i
funkcji specjalnych, warunkéw operacyjnych czy techniki lotu.
Jednakze my skupimy sie na podziale wzgledem obrysu skrzydel,
czyli ksztaltu widzianego od goéry. Najczesciej napotkaé¢ mozemy
obrysy prostokatne, eliptyczne, trapezowe, sko$ne oraz delty.

Skrzydta prostokatne rozpoznamy w samolotach raczej prostych
konstrukcyjnie, samolotach pasazerskich czy transportowych. Ten
rodzaj obrysu pozwala na rozwéj wzglednie matych predkosci,
poniewaz nie jest wydajny aerodynamicznie. Skrzydla eliptycz-
ne spotykamy w ptatowcach. Jest to doskonaly aerodynamicz-
nie obrys, zapewniajacy znakomita manewrowosé¢ oraz minima-
lizujacy opér powietrza. Skrzydta trapezowe cechuja samoloty
sportowe czy szybowce. Poprawiaja one stabilnoéé i umozliwia-
ja dobra manewrowos¢. Skrzydla sko$ne niekiedy zaliczane sa
do grupy skrzydel trapezowych. Jednak te odchylone sa od osi
samolotu pod pewnym katem. Stosowane sa w samolotach przy-
dzwigkowych oraz naddzwigkowych. Jest to wazna kategoria w
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kontekscie nowoczesnego lotnictwa wojskowego. Ostatnim z wy-
mienionych obrysow skrzydet jest delta. Majg one ksztalt troj-
kata, a ich powierzchnia przypomina litere¢ A. Stosuje si¢ je w
samolotach naddzwiekowych.

W powyzszym podziale odwolujemy sie¢ do aerodynamicznosci.
W mowie potocznej termin ten wiaze si¢ z ksztalttem oplywo-
wym, przypominajacym krople, z obiektem, ktory w czasie ru-
chu napotyka na maly opdr powietrza. Zauwazmy, ze okresle-
nie to nacechowane jest nadto pozytywnie, jakby wiazalo si¢ z
przekonaniem, ze zawsze pozadane jest, aby na cialo porusza-
jace sie w powietrzu dzialala minimalna sita aerodynamiczna.
Takie rozumienie nie w pelni pokrywa si¢ z rzeczywistoscia, np.
w przypadku platowca preferowana jest jak najwieksza sila ae-
rodynamiczna, jednak korzystnie skierowana!

Im mniej wypadkowa sita aerodynamiczna jest odchylona od pro-
stopadlej do kierunku lotu, tym wigksza jest sila noéna, a mniej-
szy opér skrzydla. Ta wlasno$¢ wskazuje nam na doskonatosé
aerodynamiczna skrzydta.

Pojecie doskonatosci aerodynamicznej d skrzydta mozemy zdefi-
niowa¢ jako stosunek sity nosnej do oporu skrzydta. Wprowadze-
nie tej wielkosci pozwala na poréwnywanie wtasnosci skrzydet ze
soba. Zwré¢émy jednak uwage, ze wielkosé ta nie jest stala i za-
lezy nie tylko od obrysu skrzydla, lecz takze od ksztattu profilu
skrzydta czy ustawienia profilu wzgledem kierunku lotu.
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SEKIELETOWA

NOSEK 0STRZE

g CIECINA

Poprzeczny przekréj skrzydta nazywamy profilem lotniczym, krét-
ko profilem. Cigciwa to (umowna) prosta, na ktérej ,,zbudowany”
jest profil, najczedciej taczy ona nosek i ostrze. Szkieletowa jest
linia taczaca érodki két wpisanych w obrys profilu, a strzatka f
to najwigksza odleglo$¢ miedzy cieciwa a szkieletowa. Grubosé
g profilu jest najwieksza odlegloscia pomiedzy punktami lezacy-
mi na gérnym i dolnym obrysie profilu. Odpowiednio dobrane
parametry geometrii skrzydla pozwalajg na skonstruowanie ich
zgodnie z przeznaczeniem samolotu.

Zauwazmy, ze obrys skrzydel nie okresla jego ksztattu, poniewaz
sam obrys moze mie¢ rézne proporcje rozpietosci skrzydel b do
dhugoéci cieciwy c. Tzw. wydluzenie skrzydla, czyli proporcje,
obliczamy na dwa sposoby. Dla skrzydta prostokatnego jest to
A\ = 2 natomiast dla pozostalych obryséw:

C

gdzie S jest powierzchnia skrzydia.

13.2 Sita nos$na i prawo Bernoulliego
Sita aerodynamiczna R zalezy nie tylko od ksztaltu ciata i jego

ustawienia wzgledem kierunku ruchu, lecz takze od powierzchni
ciala S, gestosci powietrza p czy predkosci ruchu v. Zalezno$é te
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przedstawia rownanie Bernoulliego:

p.
R=c-S-
C B 5

gdzie przez c rozumiemy bezwymiarowy wspolczynnik sity ae-
rodynamicznej, ktérego wartos$¢ jest warunkowana przez ksztalt
oraz ustawienie ciala wzgledem kierunku optywu. Kluczowym
do zrozumienia powstawania sil aerodynamicznych jest, sformu-
towane przez Daniela Bernoulliego, jedno z podstawowych praw
rzadzacych ruchem powietrza. Wskazuje ono na wzajemne po-
wiazanie miedzy ci$nieniem i predkoscig cieczy lub gazu (w za-
kresie malych predkosci).

Wzdituz strugi powietrza suma ci$nienia statycznego oraz dyna-
micznego jest wielko$cig stalg. Co zapiszemy jako:

p- v

2

D+ = constans,

gdzie poprzez p rozumiemy ciénienie statyczne, natomiast 23 ’
jest ciSnieniem dynamicznym. Zwro¢my uwage na bezposéredni
wniosek plynacy w powyzszego prawa: jezeli w jednym z punk-
tow strugi powietrza rosnie predkos$¢, to w tym punkcie musi
maleé ci$nienie — i odwrotnie.

Sita no$na powstaje gtéwnie na skrzydle samolotu. Wysoce za-
lezy od ksztaltu profilu skrzydta, kata natarcia «, pod ktérym
skrzydto ustawione jest do naplywajacych strug powietrza, ci-
$nienia dynamicznego przeplywu (a stad gestosci powietrza p
oraz predkosci przeplywajacego powietrza v) oraz od powierzch-
ni skrzydla. Zaleznos¢ te przedstawia wzor:

p-v?

2

L:CL' 'S,

gdzie L jest sila nos$ng (prostopadla do wektora predkosci ¥), cr,
to wspdlezynnik sily noénej, a S jest powierzchnia skrzydtla.
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W
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PODCISNIENIE

PROFIL
SKRZYDLA
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NADCISNIENIE

To wtasnie korzystny rozkltad ci$nienn, tzn. nadci$nienie na dol-
nej powierzchni skrzydta, a podcisnienie na gornej, wywoluje site
noéna. Z prawa Bernoulliego wnioskujemy, ze strugi powietrzne
szybciej poruszaja si¢ wzdluz gérnej nizeli dolnej powierzchni!
Aby znalezé przyczyne tego zjawiska, nalezy przeanalizowaé ruch
czastek powietrza. Gdy skrzydto zaczyna sie przesuwaé, czastki
powietrza rozdzielaja si¢ na dwa strumienie, poczatkowo poru-
szajace sie z ta samg predkoscia. Gorny strumien napotyka na
dhuzsza do przebycia droge, przez co strumienie nie moga spotkaé
si¢ na krawedzi sptywu. Dolny strumien, prébujac oplynaé ostra
krawedz, tworzy wir rozruchowy. Zgodnie z prawami aerodyna-
miki, powstatemu wirowi towarzyszy drugi, nazywany cyrkula-
cjg. Predkosé cyrkulacji dodaje sie do strug powietrza na gornej
powierzchni, natomiast odejmuje na dolnej. Teraz strumienie mo-
ga spotkaé sie na krawedzi sptywu! Znika préba ominigcia ostrej
krawedzi, nie ma potrzeby istnienia wiru rozruchowego — ten zo-
staje uniesiony przez powietrze. Cyrkulacja pozostaje.

- >
e — s
+_<9—/—\——+: v S ———
P —— i O CUP. L1 T ——
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13.3 Podstawy mechaniki lotu

W

/gru\faounou ® opooofm —\
~—
L

Podczas rozwazania lotu samolotu, wypadkowa sile aerodyna-
miczng R zapisujemy przy uzyciu dwoéch skltadowych — sily no-
$nej L, prostopadlej do wektora predkosci powietrza ¢ oraz sity
oporu D, réwnolegtej do owego wektora predkosci. Sity te moze-
my zapisa¢ w lokalnym ukladzie odniesienia, jako:

L =Ncosa— Asina
D = Nsina+ Acosa

gdzie A jest oporem powietrza. W przypadku lotu ustalonego,
tzn. bez przyspieszenia, wartos¢ sity nosnej jest réwna sile ciez-
kosci, natomiast sita ciagu rownowazy opér.

MOMENT
POFHEY%AMCY
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W przypadku ogdélnym $rodek parcia nie pokrywa sie ze $rod-
kiem ciezkosci. W zwiazku z tym nalezy zwrocié szczegdlng uwa-
ge na trzy momenty: moment pochylajgcy, ktéry jest wynikiem
oddzialywania sily nosnej oraz sily oporu, moment przechylajg-
cy, powstajacy wskutek réznicy sily nosnej na skrzydtach, oraz
moment odchylajgcy, powodujacy zmiane kata nachylenia samo-
lotu wzgledem poziomu.

Ruch poziomy samolotu odbywa sig, gdy sila nosna réwnowazy
jego ciezar, a ciag silnikow jest skierowany poziomo, co pozwala
na utrzymanie stalej predkosci i wysokosci. W ruchu slizgowym,
przy minimalnej predkosci, sila nosna nie wystarcza do réwno-
wazenia ciezaru, co prowadzi do opadania samolotu. Wznoszenie
wymaga dodatniej sily nosnej, co jest zwiazane z odpowiednim
katem natarcia skrzydla oraz wystarczajaca predkoscia, by gene-
rowaé wieksza site nosng niz ciezar samolotu, natomiast znizanie
jest efektem zmniejszenia tej sity lub obnizenia predkosci, co pro-
wadzi do spadku wysokosci.

LOT POZIOMY LOT SLIZGOWY
mmnnun — m-““mﬂ =
—— e
T-D D= Q #ineg
LOT WZNOSZACY ZNZANE

% J;\_‘
o %, /‘ o9®
\Q\"\Q T

T=D*Qin O=T +Qxin
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W przypadku zakretu samolotu, musi znajdowadé sie on pod pew-
nym katem przechylenia ¢ tak, by odpowiednie sktadowe sily
nosnej réwnowazyly site ciezkosci oraz odsrodkowa. Zachodzi:

L,=Lcosp=Q oraz L, =+/L?+ Q2

Po wprowadzeniu wspélczynnika przeciazenia n = é, mamy:

1
n= oraz Lj = Qv/n? —1.

cos

Znajac przyspieszenie dosrodkowe a, = ?, ktérego doswiadcza
samolot w ustalonym zakrecie o promieniu 7, mozemy explicite
zapisa¢ site odsrodkowa dzialajacg na samolot w kierunku po-
ziomym, skad mamy:

_ Qv

=

Ostatecznie zapiszemy zaleznoSci:

2 v? dy  gvn?—1 _gtgo

v

gvn?2—1 gtge R = v v
Zwr6éémy uwage, ze powyzsze rownania potwierdzaja znane fak-
ty o manewrowo$ci samolotéw. Aby wykonaé ostry zakret, tzn.
taki o malym promieniu r, nalezy zmniejszy¢ predko$é lub do-
pusci¢ wieksze przeciazenia! Dopuszczalne maksymalne przecig-
zenia sa determinowane przez ograniczenia konstrukcyjne oraz
ludzkie, natomiast minimalna predkosé lotu jest bezposrednia
konsekwencjg, ograniczen aerodynamicznych.

Ly

r
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13.4 Sily i momenty

Rozwazamy profil aerodynamiczny ustawiony pod katem o w
jednorodnym przeptywie z predkoscig v. Na powierzchni ptata
generowana jest catkowita sita aerodynamiczna R oraz moment
aerodynamiczny M dla ogélnego przypadku. Analizujac strone
ssaca, tzn. gorna, sktadowe sily aerodynamicznej mozemy wyra-
zi¢ nastepujaco:

dN, = —pyuds,cosp — T,ds, sinp,

dA, = —pdsysine + 7,ds, cos p.

W przypadku strony ci$nieniowej, czyli dolnej, otrzymujemy:

dN; = pids;cosp — Tds;sin p,
dA; = pds;sin e+ Tds; cos .
Calkujac powyzsze zaleznosci, uzyskujemy wartosci sktadowych

normalnych i stycznych sity aerodynamicznej, w lokalnym dla
rozpatrywanego plata ukladzie odniesienia:

TE TE
N = — / (pu cos @ + Tsinp)ds, + / (pi cos — 7y 8in p)ds;
LE LE
oraz
TE TE
A= (—pusinp + 7 cos )ds, + / (pi sin p + 7, cos p)ds;.
LE LE
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Nieskonczenie maly moment aerodynamiczny od ssacej i i ci$nie-
niowej czesci plata, mamy dany jako:

dM, = (pucosy + Tsiny)ds,z + (—py sin g + 7, cos p)ds,y,
dM; = (—picose+ msinp)ds;x + (p;sin @ + 75 cos p)ds;y.

Calkujac powyzsze réwnania, otrzymujemy calkowity moment
wzgledem krawedzi natarcia:

TE
Mrg = / [(py cOs @ + Ty sin @)z + (—py sin @ + 7, cos p)y|ds,
LE

TE
+ / [(—pi cos + 7 sin )z + (p; sin g + 77 cos )ylds;.
LE
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k—Kontatkowe uktady Liego

Tomasz Sobczak
Uniwersytet Warszawski
Wydzial Fizyki

14.1 Wstep

Zanim wprowadzimy glowne zagadnienia tego referatu, roz-
wazmy kilka standardowych systeméw réwnan rézniczkowych.

Dla kazdego uktadu jednorodnych, liniowych réwnan réznicz-
kowych zwyczajnych pierwszego stopnia na R™ postaci

E:ZA](t)yja Z:L"-vna (141)
Jj=1

gdzie funkcje A%(t), dla i,j = 1,...,n, zaleza od parametru
t € R, ogblne rozwiazanie (14.1) mozna wyrazi¢ jako kombina-
cje n liniowo niezaleznych rozwiazan y(1)(t), ..., yx)(t) réwnania

(14.1) w postaci
y(t) =Y kiyg (), (14.2)
=1

gdzie ki, ..., k, sa dowolnymi stalymi. To wyrazenie nazywane

jest liniowa regula superpozycji dla (14.1)).
W ogélnym przypadku, poprzez wprowadzenie dyfeomorfi-

zmu @ : R" 3y — ¢o(y) = z € R", réwnania postaci (14.1) staja
sie nieliniowym ukladem zapisanym w sposéb nastepujacy
da?
dt

= X'(t,x), i=1,...,n. (14.3)
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Ze wzgledu na (14.1]), uktad ten dopuszcza regule superpozyciji,
ktéra mozna zapisaé jako

x(t) = Z ki~ (25 (1)) (14.4)

dla dowolnej rodziny x(1)(t), ..., 2 ) (t) szczegdlnych rozwiazan
uktadu . Powyzszy wzoér pokazuje, ze istnieje wiele uktadéw
réwnan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego stopnia, ktérych
og6lne rozwigzania mozna wyrazi¢ nieliniowo za pomoca dowol-
nej rodziny szczegdlnych rozwiagzan i statych. Przyktadem takie-
go uktadu jest dowolne réwnanie Riccatiego postaci

% = b1 (t) + ba(t)z + b3(t)x?, (14.5)
gdzie x € R,t € R oraz by (t), b2(t), b3(t) sa dowolnymi funkcjami

zaleznymi od t. Ogélne rozwigzanie réwnania (14.5) ma postaé

2(t) = "W ~2e) (1) ~ ke (2@ (1) — o) ()
2(3)(t) — 2(2) () — k(z3) (1) — 2(1)(1)) ’
(14.6)
gdzie k € R oraz x(1)(t), x(2)(t), (3)(t) sa trzema réznymi szcze-
gblnymi rozwiagzaniami réwnania (14.5)).

Definicja 14.1. Uklad jednorodnych rownan rézniczkowych zwy-
czajnych na M postaci

dx
— = X(t 14.
= X(t,2), (14.7)

dla t-zaleznego pola wektorowego na M posiada zasade super-
pozycji, jesli istnieje t-niezalezna funkcja ® : M™ x M — M
postaci

xr = (I)(.%(l),...,$(m);k), (148)

taka, ze ogdlne rozwiagzanie réwnania ((14.7) mozna zapisaé jako

z(t) = ©(z)(t); - - -, T(my ()5 ), (14.9)

gdzie x(1)(t),...,z(m)(t) jest uogdlniona rodzing szczegdlnych
rozwiazan ukladu (14.7), a k jest elementem M.
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Istnieja pewne subtelne problemy zwiazane z powyzsza defi-
nicja i znaczeniem "uogdlnionej” rodziny. Sa one gltéwnie tech-
niczne i opisane w [4], dlatego pominiemy ich szczegdlowy ko-
mentarz. Powiemy tylko, ze dziedzina ® jest w rzeczywistosci
pewnym otwartym podzbiorem M™ x M.

14.2 Twierdzenie Liego i uklady Liego

Po wprowadzeniu definicji zasady superpozycji, rodzi si¢ na-
turalne pytanie: ktére uktady réwnan rézniczkowych pierwszego
rzedu w formie normalnej przyjmuja zasade superpozycji? Wa-
runki konieczne i wystarczajace zostaly dostarczone przez So-
phusa Liego, a jego wynik jest znany jako Twierdzenie Liego [5].

Twierdzenie 14.2 (Twierdzenie Liego). Uklad rdwnari réznicz-
kowych pierwszego rzedu na rozmaitosci M przyjmuje za-
sade superpozycji wtedy 1 tylko wtedy, gdy odpowiadajgce
mu t-zalezne pole wektorowe X mozna przedstawi¢ w postaci

X(t,z) = ba(t)Xa(z), (14.10)
a=1
gdzie X1, ..., X, to rodzina pol wektorowych na M, tworzgca

r-wymiarowq rzeczywistq algebre Liego pol wektorowych V na M.

Dla przykltadu, réwnanie Riccatiego opisuje krzywe catkowe
t-zaleznego pola wektorowego na R postaci

X (t,x) = (b1 (t) + ba(t)x + bg(t)zz)%.

X mozna przedstawi¢ jako liniowa kombinacje trzech p6l wekto-
rowych na R

X1= XQZ.Z‘

ox’ ox’
ktore spelniajg relacje komutacyjne:

(X1, Xo] = Xy, (X1, X3] =2X,, (X2, X3] = X3.
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7 tego wynika, ze réwnania Riccatiego posiadaja regute su-
perpozycji. Jak wczesniej, istnienie reguly superpozycji
implikuje, ze przyjmuje wartosci w pewnej algebrze Liego
o wymiarze 3 lub mniejszym. Mozna pokazaé, ze pola wektorowe
rozpinaja algebre Liego izomorficzna z sl(2,R) [6], ktéra
jest trojwymiarowa. Poniewaz reguta superpozycji zalezy
od trzech szczegdlnych rozwigzan, réwnania Riccatiego spelniaja
warunek Liego.

14.3 Geometria kontatkowa

Nowatorskim podejsciem do analizy ukladéw Liego i zwiaza-
nych z nimi pél wektorowych rozpinajacych skonczenie wymiaro-
wa algebre Liego jest potraktowanie ich jako k—Hamiltonowskie
pola wektorowe zwiazane ze struktura k—kontaktowa. Dla lep-
szego zrozumienia tego podejscia, warto przytoczy¢ podstawowe
definicje i wlasnosci struktur kontaktowych oraz poje¢ z nimi
zwigzanych [3].

Definicja 14.3. Niech M bedzie gladka rozmaitosdcia wymiaru
m.

e Dystrybucja uogdlniona na M to podzbiér D C TM
taki, ze D, = D N T, M jest podprzestrzenia wektorowa
T.M dla kazdego x € M. Warto$¢ dim D, nazywamy rze-
dem dystrybucji D w punkcie z € M.

e Dystrybucja D jest gtadka, jesli mozna ja lokalnie przed-
stawi¢ w bazie ztozonej z rodziny pol wektorowych, tzn. ist-
nieje dla kazdego x € M rodzina pél wektorowych Xy, ..., X,
okredlonych w sasiedztwie U punktu z, taka ze
D, = (X1(2'),..., X (2")) dla kazdego =’ € U.

o Dystrybucja D jest regularna, jesli jest gtadka i ma lo-
kalnie staly rzad.

Definicja 14.4. Rozwazmy gladka rozmaito$¢ M nieparzyste-
go wymiaru 2n + 1. Forma rézniczkowa n € QY(M) taka, ze
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n A (dn)™ jest forma objetosciowa na M, nazywana jest forma
kontaktowa. W takim przypadku (M, n) nazywa si¢ rozmaito-
$ciag kontaktows.

Warto zauwazyé, ze warunek n A (dn)™ # 0 implikuje, ze
forma kontaktowa n indukuje dekompozycje wiazki stycznej T'M
w postaci TM = kern & kerdn = D¢ & Dp.

Stwierdzenie 14.5. Dla danej rozmaitoéci kontaktowej (M,n),
istnieje jedyne pole wektorowe R € X(M), zwane polem wek-
torowym Reeba, takie ze

dn =0
{LR = (14.11)
tpn = 1.

Pole wektorowe Reeba R generuje dystrybucje Dg, zwang dys-
trybucjq Reeba.

Uzytecznym faktem zwiazanym ze struktura kontaktowa jest
istnienie lokalnych wspoétrzednych kanonicznych, zwanych wspo6t-
rzednymi Darboux

Twierdzenie 14.6 (Twierdzenie Darboux dla rozmaitosci kon-
taktowych). Rozwazmy rozmaitosé kontaktowa (M,n) o wymia-
rze 2n—+1. Wowczas, w otoczeniu kazdego punktu p € M istnieje
lokalny uklad wspdlrzednych {q;,p;, s}, gdzie i = 1,...,n, taki,
ze
Ny = ds — p;dq".

Te wspolrzedne nazywane sqg wspotrzednymi Darboux rozma-
itosci kontaktowej (M,n).

Wazna wlasnoscia formy kontaktowej jest fakt, ze mozna nig
opisywa¢ Hamiltonowskie uktady dynamiczne.

Twierdzenie 14.7. Dla rozmaitosci kontaktowej (M, n), dla kaz-

dego H € C*(M), istnieje jedyne pole wektorowe Xy € X(M),

nazywane Hamiltonowskim polem wektorowym, takie, Ze
i(Xu)dn =dH — (LrH)n,

A (14.12)

145



k—Kontatkowe uklady Liego

Rozwazajac wspétrzedne Darboux (¢, p;, s) na rozmaitosci
kontaktowej (M, n), Hamiltonowskie pole wektorowe lokalne przyj-
muje postac

0H 0 (aH 8H>8 (0H H)a

— E— +p;— _
dpi Oq* b ap:  \Pop;

X -
A oq ds

0s’

Réwnania na krzywa catkowa tego pola, v(t) = (¢'(t), pi(t), s(t)),
we wspoélrzednych Darboux maja postaé

i __ OH

qz_ op; )’

. oOH oOH
P = — (aql +pi§) ;
: oOH

14.4 Geometria k—kontaktowa

Geometria k—kontaktowa pojawila sie niedawno jako rozsze-
rzenie geometrii kontaktowej do opisu teorii p6l niezachowaw-
czych [2, 7]. Wiele jej wlasciwosci rozszerza te zwiazane za-
réwno z rozmaitosciami kontaktowymi, jak i rozmaitosciami k—
symplektycznymi.

Definicja 14.8. Forma k—kontaktowa na rozmaitoéci M jest
. ;. k . k a
jednoforma o wartosciach w R”, postaci n = > ;7" ® eq,
spelniajaca;

(i) D€ :=kern = ﬂ];:l ker n® jest regularng dystrybucja rze-
du k,

(ii) DR := kerdn = ﬂzzl ker dn® jest regularng dystrybucja
rzedu k,

(iii) D€ NDR = {0}.

Para (M,n), gdzie n jest forma k—kontaktowa, nazywana jest
rozmaito$cig k—kontaktowsa. Dystrybucje D€ nazywamy dys-
trybucjg kontaktowa, a D® nazywamy dystrybucja Reeba
rozmaitosci (M, n).
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Jedli dim M = n+nk+k dla pewnego n € N oraz M zawiera
dystrybucje catkowalng V zawarta w D€ z rank V = nk, méwimy,
ze (M, n,V) jest rozmaito$cia k-kontaktowa z polaryzacja.
Dystrybucja V nazywana jest polaryzacja (M, n).

Stwierdzenie 14.9. Dia rozmaitosci k-kontaktowej (M, m), ist-
nieje jedyne k—pole wektorowe R = 22:1 R, ® e, na M takie,
ze

LRanﬁ = 55, LRadnﬁ =0, Va,f=1,...,k,

gdzie v, oznacza iloczyn wewnetrzny z R, .

Definicja 14.10. Dla rozmaitosci k—kontaktowej (M,n), k—
polem wektorowym Reeba R (M,n) jest k—pole wektoro-
we opisane w Stwierdzeniu [[4.9] Pola wektorowe Ry, ..., Rj €
X(M) nazywamy polami wektorowymi Reeba rozmaitosci
k—kontaktowej (M, n).

Twierdzenie 14.11 (Twierdzenie Darboux dla rozmaitosci
k—kontaktowych z polaryzacja). Niech (M,n,V) bedzie rozma-
itoécig k—kontaktowq z polaryzacjg. Wowczas wokdl kazdego punk-
tu x € M istniejg lokalne wspélrzedne {q',p%, s} na otwartym
sgsiedztwie punktu x, gdzie 1 < a < k i1 < i< n, takie Ze

k n
n= Z (ds"‘ — Zp?dq’) ® €q.
a=1 i=1

W tych wspdtrzednych,

0 B,
Ri = —-— = —_—
DM =(Ra=52), V <apg>'

Lokalne wspéirzedne {q', p%, s} nazywane sq wspélrzednymi
Darboux.

W ogélnosci, wspélrzedne Darboux dla rozmaitosci k—kontakto-
wych bez polaryzacji nie istnieja.
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Definicja 14.12. Niech (M, n) bedzie rozmaitoscia k—kontaktowa
z polami wektorowymi Reeba Ry, ..., R;. Pole wektorowe
X € X(M) jest p—Hamiltonowskie, jesli

txdn® = dh® — (Roh®)n®,
txn® = —he,

dla pewnej funkcji h = E];:l h® ® e, € C°(M,RF). Przez
X, (M) oznaczamy przestrzen p6l wektorowych n—-Hamiltonowsk-
ich. Ponadto, funkcja h € C°° (M, R*) jest nazywana n—Hamilto-
nowska. Przez Cp° (M) oznaczamy przestrzen funkcji n—Hamilton-
owskich.

14.5 k—Kontaktowe uklady Liego

Przypomnijmy standardowa teori¢ systemoéw Liego w kontek-
Scie rozmaitodci kontaktowych. Szczegdélowe omowienie mozna
znalezé w [1].

Definicja 14.13. Kontatkowym ukladem Liego nazywamy
tréjke (M, n, X), gdzie n jest forma kontaktowa na M, a X jest
systemem Liego na M, ktérego najmniejsza algebra Liego, VX,
jest rzeczywista algebra Liego skonczonego wymiaru pol wekto-
rowych hamiltonowskich wzgledem 7. Kontatkowy uklad Liego
nazywamy zachowawczym, jesli funkcje hamiltonowskie wek-
toréw pola w VX sa catkami pierwszymi wektora Reeba rozma-
itosci (M, n).

Okazuje sig, ze nie wszystkie uklady Liego sa kontaktowymi
ukladami Liego. Wprowadzenie pojecia k—kontaktowych ukla-
déw Liego pozwala na analize znacznie wigkszej liczby przykla-
doéw.

Definicja 14.14. k—Kontatkowym ukladem Liego nazywa-
my tréjke (M,n,X), gdzie n jest forma k—kontaktowa na M,
a X jest systemem Liego na M, ktoérego najmniejsza algebra
Liego, VX, sktada si¢ z n-Hamiltonowskich p6l wektorowych.

148



Tomasz Sobczak

k—Kontaktowy uklad Liego nazywamy zachowawczym, jesli funk-
cje n-Hamiltonowskie zwigzane z polami wektorowymi w VX sa
pierwszymi calkami pdl Reeba rozmaitosci (M, n). Taka algebre
Liego nazywamy algebra Liego—Hamiltona.

Przyklad 14.15. Rozwaimy rozmaitosé R® wyposazong w stan-
dardowe wspélrzedne {q,p1,p2,21,22}. Rozmaitosé R® posiada
naturalng dwu-kontaktowq forme dang przez jednoforme

n = (dz; —p1dg) ®e; + (dz2 — p2 dQ) ® es.

Powigzane z nig pola Reeba to Ry =
nastepujgce pola wektorowe na M :

0 0 0 0 0 0
Xo—ale, Xl_ﬁiz{ Xz—afq, X3 q8 plap p28p2

7 i Ry = 5. Rozwazmy

0 0 0
X —
4= 218 92y +q6‘q

Te pola wektorowe sqg hamiltonowskie wzgledem (R®,n) z funk-
cjami hamiltonowskimsi:

ho = (=1,0), h1=(0,-1), ho=(p1,p2), h3=(p1¢,P20),

hy = (=21 + qp1, —22 + qp2).

+ 20—

Pola te tworzqg pieciowymiarowq algebre Liego VG z relacjami
komutacyjnymi:

[Xo,X1] =0, [X0,X2]=0, [X0,X3]=0, [Xo,X4]=Xo,
[X1,X2] =0, [X1,X3]=0, [X1,X4]=X1,
(X2, X3] = Xo,  [Xa2, Xy] = Xo,
[X35, X4] = 0.

To pozwala zdefiniowaé dwu-kontaktowy system Liego na R® wzgle-
dem m, dany przez (R®,n, X), gdzie

X =) ba(t)Xa, (14.13)
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gdzie by(t),...,bs(t) sq funkcjami zaleznymi od czasu takimi, Ze
VX = <X0’ le X2a X3, X4>

Powyzsze rozwazanie jest przyktadem niezachowawczego ukta-
du Liego, ktérego nie da sie opisa¢ za pomoca standardowych
technik wykorzystywanych w geometrii kontatkowe;j. Istnieje wie-
le innych przykladéw, gdzie podejscie k-kontatkowe utatwia kla-
syfikacje oraz analize ukladéw Liego wystepujacych w matema-
tyce czy fizyce. Z tego wzgledu nie tylko interesujacym, ale i uzy-
tecznym wydaje sie rozwijanie tej teorii i aplikowanie jej do bar-
dziej skomplikowanych systeméw.
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15.1 Prolog

15.1.1 Topolozek w Jaskini Teoriowymiarow-
cow

Pewnego razu mtody Topolozek (mlody obywatel Puszczy Topo-
logéw; jeszcze nie topolog, juz nie topus) zawedrowal do Jaskini
Teoriowymiarowcow, w ktérej byly przerézne magiczne mate-
matycznosci zwiazane z teoria wymiaru. Byly tam np. eliksiry,
dzieki ktérym mozna bylo mie¢ wymiar fraktalny réwny r, gdzie
r - dowolna liczba z R, a takze bryly posklejane dziwacznie
z krysztalowych kul (czasem krysztalowych sfer), ktére po poli-
czeniu ,odpowiednich wymiaréw” pokazywaly dowolnie wybrany
zakatek matematycznego $wiata.

Topolozek znalazl w Jaskini Teoriowymiarowcéw sekretna
ksiege, zwana Ksiega Zakleé. Nasz bohater otworzyt ja - ale za-
nim zaczal czytaé, co$ przykuto jego uwage - w Ksiedze znaj-
dowala si¢ czysta kartka. Topolozek potozyl ja na stole i zaczat
czytaé Ksiege Zakle¢ na glos.
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15.1.2 Co napisano w Ksiedze Zaklec¢?

L, Additivum nullen closerum!” - zawotal Topolozek. Ku jego zdu-
mieniu, na dotychczas pustej kartce ukazal si¢ napis:

Twierdzenie 15.1 (Additivum nullen closerum).
Jesli X = J;en Fi, gdzie Vi Iy — domkniety, zerowymiarowy, to
X — zerowymiarowa.

Podekscytowanie Topolozka osiagato wszelkie suprema. Ciag
emocji biegal po calym jego ciele i cho¢ biegal i biegal, to nie
byt rozbiezny - mial dosé sporo punktéow skupienia w okolicach
topologicznego, otwartego serca naszego bohatera, ktéry, caly
rozemocjonowany, wyczytal drugie zaklecie: , Produktivum nul-
len!”. Na niezwyklej kartce pojawila sie woéwczas tresc:

Twierdzenie 15.2 (Produktivum nullen).
Jesli X jest produktem przeliczalnie wielu przestrzeni zerowymia-
rowych, to X — zerowymiarowa.

»A zatem sprawa bedzie toczy¢ si¢ wokol zerowymiarowosci”,
pomysélal Topolozek, gladzac swoja clopeniasta baze. Sam czul
sie dos¢ mocno zerowymiarowo wobec dziwacznej Ksiegi Zakleé
(no i przy okazji byl niezle niespdjny). Mimo to zerowymiaro-
wosé zaczeta na niego dziata¢ niczym narkotyk, wiec dalej czytat
tredci zakleé: |, Decompositionus nulldimgraden” - gdy tylko wy-
powiedzial kolejne zaklecie, na kartce znoéw pojawily sie jakies
nowe stowa.

Twierdzenie 15.3 (Decompositionus nulldimgraden).
Przestrzen metryczna osrodkowa X spelnia: dim(X) < n <
X =2Z0UZ1U...UZ,, gdzie¥; dim(Z;) < 0.

Topolozek myélat: Czy to jawa, czy sen? Zabierzcie mnie
do realnego Swiata... ewentualnie do zespolonego, choé¢ realny
bylby najlepszy”. Czul si¢ coraz dziwniej i dziwniej - narkotyczne
dziatanie zerowymiarowosci robito swoje. Podniecenie Topolozka
zaczelo zamieniaC sie w furie, ktora za wszelka cene pragneta
przeciwstawié sie narastajacej zerowymiarowosci. To wszystko
bylo takie nierzeczywiste. Topolozek pragnal wréci¢ do swojej
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ulubionej podprzestrzeni Puszczy Topologdéw, czyli do swojego
bezpiecznego, metryzowalnego domku.

Topolozek ucieszyl sie, gdy ujrzal dos¢ realnie brzmiace za-
klecie. Przeczytal: , Realitum interracio” - na kartce ukazalo sie
wéwczas:

Twierdzenie 15.4 (Realitum interracio).
Jesli X CR, to dim(X) =0 < X - brzegowy.

Topolozek rozejrzat sie wokét. ,No i gdzie ta rzeczywistosé”
- myélal sobie - ,znéw zerowymiarowosé?!” Topolozek poczul,
7e zaraz siegnie swoich asymptot i wybuchnie. Dziedzina jego
zycia nie byla raczej zbyt zwarta, a jego funkcja zyciowa byla
ciaglta - wiec chyba moéglby sobie pozwoli¢ na wybuchanie od
czasu do czasu? Topolozek ujrzal w Ksiedze Zakle¢ adekwatny
tekst: , Homeodimensoro bum bum”. Przeczytal go, akcentujac
szczegoblnie mocno dwa ostatnie bumbumowe stowa. Woéwczas na
kartce ukazal si¢ napis:

Twierdzenie 15.5 (Homeodimensoro bum bum).
homeo

Jesli X "~"Y, to dim(X) = dim(Y).

Topolozek juz - juz liczyt na stodkie nieistnienie w zbiorze
pustym. Ale jak wida¢, bumbumowanie wcale nie skoniczylo jego
meki z ta dziwaczna magia.

Topolozek zadal w my$lach funkcje nieciaggla na niewinnym
zwierzaczku topologicznym (to bardzo niekulturalne, prosze tak
nie robié!) i poszedl spa¢, nie wiedzac, co sadzi¢ o tej dziwnej
przygodzie.

A w miedzyczasie, zamiast gapi¢ sie na pochrapujacego Topo-
lozka, przeniesmy si¢ do Krainy Wielu Wymiaréw i opowiedzmy
co$ nieco$ matematycznego bardziej.

15.2 To i owo z podstawowego teorio-
wymiarowego definicjoznawstwa

Najpierw poczynimy istotne zalozenia ontologiczne: wszystko,
co zyje w eksplorowanym przez nas zakatku Puszczy Topolo-
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géw, jest metryzowalne i orodkowe (tzn. zakladamy, ze kazda
przestrzen, ktéra bedziemy rozwazaé, posiada te cechy).
Wprowadzimy teraz definicje wymiaru pokryciowego dim.
Niech U = {Uy, U1, Us...} bedzie pokryciem przestrzeni X.
Rzad pokrycia U, ozn. ord(U), to najmniejsze takie n € NU
{—1}, dla ktérego kazde n + 2 elementy U maja puste przeciecie
(oraz oo, gdy nie ma takiego n). Przykladowo:

o ord) =-1 = U={g}.

e ord(U) =0 < U zawiera zbidr niepusty i ma elementy
parami roztaczne.

Méwimy, ze pokrycie A jest wpisane w pokrycie B, ozn. A < B,
jeéli VAEAHBEB A - B.

Kazdej przestrzeni regularnej X (tzn. X € T3) przypisujemy
wymiar pokryciowy dim(X), bedacy liczba n € NU{—1} lub
00, spelniajacy nastepujace warunki:

1. dim(X)=-1 < X =0,

2. dim(X) < n <= w kazde skoriczone pokrycie otwarte X
mozna wpisaé skoriczone pokrycie otwarte X rzedu < n,

3. dim(X)=n < dim(X) <nA-(dim(X)<n-1),

4. dim(X) = 00 <= Vpen ~(dim(X) < n).

Dobrze wiedzie¢, ze topologiczni medrcy rozwazaja réwniez
inne definicje wymiaru przestrzeni topologicznej, np. maly/duzy

wymiar indukcyjny ind/Ind. Ale dla X - metryzowalnej osrod-
kowej zachodzi: ind = Ind = dim.

15.3 Sen Topolozka

Topolozek ujrzal w swoim $nie Krola Aniotéw, ktory przemowit
do niego zlocistym glosem:
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Twierdzenie 15.6 (Twierdzenie Zasadnicze Wszelkich Wymia-
réw Wszelkich Swiatéw).
Przestrzen euklidesowa R™ ma wymiar n.

Topolozek wysnil caly dowéd Twierdzenia Zasadniczego Wszel-
kich Wymiaréw Wszelkich Swiatéw, ale byla to bardzo prywatna
czesé jego snu (wiec ja zachowamy w tajemnicy). Ale za to opo-
wiemy o czyms$, co $nitlo mu sie od razu potem.

Niech Qf bedzie zbiorem punktéw w R", ktére maja do-
kladnie k wspétrzednych wymiernych. Niech N¥ bedzie zbiorem
punktéw w R”, ktére maja co najwyzej k wspolrzednych wy-
miernych, czyli:

N =QruQruU...UQL.

Niech L* bedzie zbiorem punktéw w R™, ktére maja co najmniej
k wspolrzednych wymiernych, czyli:

LF =QpuQp,,U...uQp.

Przestrzen N2"t1 nazywamy przestrzenia Nobelinga lub kost-
ka Nobelinga.

Lemat 15.7. dim(Q}) = 0.

Dowdd. Wybieramy ciag k indekséw: i1 < a3 < ... < i < n
oraz k liczb wymiernych q1, gs, . . ., qx € Q. Rozwazamy produkt:
R? gdyl ¢ {(JhCIwaCIk}a

[T, ri, gdzie: r; = '
= ' {ql}) gdy (S {QIaQ2,--an}~

Rozpatrzmy przestrzein QF N [T-, 7 € R™ Na k wspélrzed-
nych w QF N [1;-, ; wybraliémy singleton liczby wymiernej, na
pozostatych n — k wspétrzednych w QF wybralismy liczby nie-
wymierne. Dlatego zachodzi:

Q@ n]Lr = ®\Q .
=1

Homeomorfizm zachowuje wymiary, wiec skoro dim(R \ Q) =
dim(R\ Q)" = 0, to dim(QF N[[;_, ;) = 0. Ale suma po
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wyborach i; oraz ¢; wynosi QF, czyli J(QF NI, ri) = QF.
Ponadto (QF N[}, r;) sa domknietymi podzbiorami QF (wiec
mogliSmy skorzystaé z twierdzenia Additivum nullen closerum).

Q.ED.

Lemat 15.8. ind(N}) = k.
Dowdd. Wiemy, ze:

NY =QruQTuU...UQL.

Ly =QiuQi,U...uQ;.

Na mocy tw. o rozkladzie (Decompositionus nulldimgraden) ma-
my: dim(NF) < k oraz dim(LF) < n— k. Mamy tez rozklad calej
przestrzeni R™ postaci: R” = N* ULE. Stad wynika: dim(NF) =
k,dim(LE) =n — k. Q.E.D.

15.4 Topolozek obudzit sie...

...1 zobaczyt wiedZme!

Myslates - méwi wiedzma - ze Ksiega Zakleé wraz z tymi
wszystkimi twierdzeniami to cos, co nalezy Ci sie za darmo? Otéz
nie! Rownowazna wymiana tak dziata - co$ dostates, cos musisz
daé od siebie. Ale ja Cie poszantazuje ciutke, he, he, bo moge.
To ja Ci podsunelam te ksigZeczke... wilasnie, oddawaj! - wiedz-
ma wyrwala smutnemu Topolozkowi Ksiege Zakle¢ z rak i tak
zaczely sig¢ Cierpienia Mlodego Topolozka. Wiedzma dalej prze-
mawiala i pograzata Topolozkowi: Albo wymyslisz mi zaklecie
na zanurzanie dowolnej przestrzeni n - wymiarowej w przestrzen
Nébelinga, albo zostaniesz rozatomiony i pogromiony! To znaczy,
he, he, he, ze kazdy punkcik Twojego ciata zrobi sie izolowany,
a Ty, roztopologizowany, zginiesz dyskretng $miercig. Co wybie-
rasz? - spytata wiedZzma.
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15.5 Topolozek uczy sie, aby pokonacd
wiedzme
Szkolenie matematyczne wypada zacza¢ od definicji...

Definicja 15.9. Ustalmy € > 0. Niech f : X — Y bedzie ciagta.
Méwimy, ze f jest e-przeksztalceniem, jesli

Vyey diam(f~'({y})) <e.

...ale jedna definicja to za malo, by uczciwie zglebiaé¢ tajniki
topologicznego $wiata! Topolozek wytrwale podowodzil co nieco
waznych lematow, ktore mogly odmieni¢ jego los w batalii ze
zlowroga wiedzma. A oto i one:

Lemat 15.10. Zaloimy, ze e > 0, X - zwarta, Y — metryczna,
o$rodkowa. Niech G. bedzie zbiorem e-przeksztalcenn z X w Y.
Wtedy G. jest otwarty w przestrzeni funkcyjnej (C(X,Y), dsup)-

Dowdd. Niech g € G.. Znajdziemy kule wokél g zawartag w G..
Niech

r = inf{dist(g(x1), g(x2)) : x1,22 € X, dist(x1,22) > £}.

Ze zwartosci X istnieja x1, xo € X takie, ze r = dist(g(x1), g(z2))
(bo kresy funkcji ciaglych na zb. zwartym sa przyjmowane).
Oczywiscie g(x1) # g(z2) - wynika to stad, ze gdyby g(z1) =
g(z2) =y, to przeciwobraz g~!({y}) nie bylby zawarty w kuli o
promieniu ¢, czyli otrzymalibySmy sprzeczno$¢ z tym, ze g jest
e-przeksztatceniem. Zatem r > 0. Wtedy B(g, 5) € G.. Q.E.D.

Lemat 15.11. Zaloimy, ze X — zwarta, ¥ — zupelna. Wtedy
(C(X,Y),dsup) jest zupelna.

Dowdd. Niech (f)nen bedzie ciagiem Cauchy’ego w (C(X,Y),
dsup). Pokazemy, ze jest on zbiezny. Wiemy (z zupelnosci Y),
ze dla dowolnego © € X zachodzi: f,(z) — f(z) przy n — oc.
Ustalmy € > 0. Poniewaz (f,,),, oy jest ciagiem Cauchy’ego, to ist-
nieje takie ng, ze Vi m>n, Voex zachodzi: dist(fn(x), fm(z)) < e.
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Przy ustalonym n, przechodzac z m do nieskonczonoéci, dosta-
jemy: dist(f,(z), f(x)) < e dlan > ng,z € X. Z dowolnosci €
wiemy, ze ciag ({sup(dist(fn(z), f(z) : x € X})nen zbiega do 0
przy n — oo. PokazaliSmy wiec, ze dgyp(f, fn) zbiega do 0 przy
n — 00. Q.E.D.

Lemat 15.12. Zalozimy, e X - zwarta, f : X — Y - ciggla
surjekcja. Wtedy zeby f bylo zanurzeniem potrzeba i wystarcza,
zeby [ bylo %-przeksztalceniem dla kazdego n € N.

Dowdd. Jesli f nie jest %—przeksztakeniem dla pewnego k, to
niech x1,zs beda oddalone o wiecej niz % takie, ze f(x1) =
f(z2) — czyli f nie jest 1-1, czyli nie moze byé homeomorfizmem.
W druga strone: skoro V,, f jest % - przeksztalceniem, to jest
ona roznowartoéciowa. Korzystamy z faktu, ze ciaglta bijekcja z
przestrzeni zwartej na przestrzen Hausdorffa jest homeomorfi-
zmem. Q.E.D.

Lemat 15.13. R?"T1\ N2"+! = |, _« Hy, gdzie Vi, Hy, — pewna
podprzestrzen afiniczna w R2™ T wymiaru n.

Dowdod. Wiemy, ze:
2n41\ n2ntl
R2n+ \Nnn-‘r
= {x : x ma co najmniej n + 1 wspélrzednych wymiernych}
Zauwazmy wiec, ze:
2n41\ p2ntl
R#H\ N2nHL =
U U {(x e R oy = qoy ey i, = G}
i0:%15--in (gQ,--s an)
€{1,2,...,2n+1} ggn+1
Wiemy tez, ze zbidr:
H={xecR™" 2, =qo,...,7, =qu}
to hiperplaszczyzna wymiaru n. Wszystkie hiperptaszczyzny po-

staci
2n41
{XGR"+ P Xy =0y, Xi, = Qn}

dla pewnych ig,41,...,%, € {1,2,...,2n + 1} i (qo,..-,qn) €
Q! ustawiamy w ciag Hy, Hy, H, . .. numerowany N. Q.E.D.
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Lemat 15.14. Niech Gy bedzie zbiorem %—przeksztalceri z X
w przestrzer R2VHL\ Hy,.. Wowczas Gy jest otwarty i gesty w
C(X,R2nt1),

Dowdd. 7 lematu [15.10| zbior %—przeksztalceﬁ jest otwarty w

C(X, R**1), Zbiér przeksztalcen o obrazie roztacznym z Hy, tez

jest otwarty w C'(X, R?"*1). Zatem Gy, jest otwarty w C'(X, R?"+1).
Q.ED.

Udowodnienie gestoéci zbioru Gy w C(X,R?"*1) wykracza
poza ramy tego artykulu - dociekliwego Czytelnika spragnionego
szczegdlow zachecamy do zajrzenia do paragraféw 1.111 1.12 w
monografii [ksiazka].

15.6 Topolozek i wiedzma - ostateczne
starcie

Wreszcie Topolozek stanal oko w oko ze swoim matematycznym
przeznaczeniem. Dane mu bylo topologizowaé heroicznie i nie-
zlomnie, jak na prawdziwego teoriowymiarowca przystato.

Twierdzenie 15.15 (Twierdzenie Mengera—Nobelinga). Zaldz-
my, Ze X jest przestrzenig zwartg, metryzowalng i osrodkowg
oraz dimX < n. Wowczas X mozna homeomorficznie zanurzyé
w przestrzen Nobelinga, tzn. istnieje homeomorfizm

h: X — h[X] taki, ze h[X] C N2t C R2"HL,

Uwaga 15.16. (z0b. [1]) Twierdzenie Mengera—Nébelinga jest
prawdziwe dla dowolnych przestrzeni metryzowalnych osrodko-
wych wymiaruy < n na mocy twierdzenia o uzwarcanivu (ktdre
mowi, ze dowolna przestrzen wymiaru n ma uzwarcenie wWymia-
TUN).

Dowdd twierdzenia Mengera—Ndébelinga. Dla k € N niech Gy be-
dzie zbiorem %—przeksztalceﬁ z X w przestrzeni R\ Hy. Z
lematu [15.14] wiemy, ze dla kazdego k zbiér Gy jest otwarty i

159



Topologiczne czary w n-wymiarowym $wiecie

gesty w C(X,R?"*1). Poniewaz przestrzenn C'(X, R?"+1) jest zu-
pelna (na mocy lematu , to mozemy uzy¢ twierdzenia Ba-
ire’a, ktére mowi, ze w przestrzeni zupelnej przeciecie przeliczal-
nie wielu zbioréw otwartych i gestych jest zbiorem gestym (wiec
w szezegblnosci (N, Gk jest niepuste). Wezmy h € (o, Gy.
Wiemy, ze wtedy Vih jest %—przeksztalceniem. 7 lematu h
jest zanurzeniem homeomorficznym. Wiemy, ze Vj, obraz h[X]
jest rozlaczny z Hy, czyli na mocy lematu[15.13| h[X] jest zawar-
ty w N2n*t1 To konczy dowdd twierdzenia Mengera-Nobelinga.

Q.E.D.

15.7 Zlo topologia zwyciezaj!

Topolozek po udowodnieniu twierdzenia Mengera—Nobelinga uzy-
skal magiczne moce, o jakich nie $nito si¢ nawet samemu Krélowi
Anioléw. Wiec namierzyl wiedzme, policzyl jej wymiar topolo-
giczny (wyszedl on réwny k, dla pewnego k € N), a nastepnie
uvg}i@zlil nietopolubna czarng charakterke w przestrzeni Nobelinga
N7FHL

Przedtem jednak Topolozek odebral wiedzmie Ksiege Za-
kle¢, stat si¢ jej panem i wiadca, i po dzi§ dzien szkoli si¢ na
topologa - teoriowymiarowca natchnionego. Oczywiscie dalej ma
stodkie, topologiczne sny, kto ciekaw, niech sam zdobedzie Ksie-
ge Zakleé i sie przekona na wlasnej skorze, jak to jest...

Wszystko dobre, co si¢ topologicznie konczy!
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